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Untersuchungen über die Anwendung eines Abh- 
bildungsprineips auf die Theorie der Vertheilung 
der Eileetricität. 


(Von Herrn R. Lipschitz zu Bonn.) 





Wenn ein System von electrischen Leitern. deren jedem ein be- 
stimmtes Quantum Electrieität mitgelheilt ist, sich unter dem Einflusse von 
beliebiven erregenden Kräften befindet, so bildet die Frage nach dem eleetri- 
schen Zustande des Svstems die allgemeinste Aufgabe der electrischen Ver- 
theilung, falls die Gestalt, die Anzahl und die gegenseitige Lage der Leiter 
vollkommen unbeschränkt ist. Es ist nun der Zweck dieser Mittheilune zu 
zeiven. dass die bei dieser Aufgabe zu überwindende Schwierigkeit nicht in 
der Anzahl oder der relativen Lage sondern allein in der Gestalt der Leiter 
liegt. und eine directe Auflösung der Aufgabe darauf zu gründen. dass für 
jeden einzelnen Leiter. ohne Rücksicht auf seine Stellung in dem System. 
zwei Fundamentalaufgaben gelöst werden. Die eine derselben bezieht sich 
auf die einer bestimmien Electrieitätsmenge entsprechende Vertheilung *) in 
dem Leiter selbst. die zweite auf die einer bestimmten Eleetricilätsmenze ent- 
sprechende Vertheilung in einem anderen Leiter. dessen Gestalt aus der Ge- 


stalt des gegebenen Leiters nach einem einfachen Gesetze hergeleitet wird 


Legt man der inneren und der äusseren Seite einer Kugelfläche die Eigen- 
schaft eines Spiegels bei. so belindet sich das Bild von jedem Punkte des 
Raumes in einem zweiten Punkte. der mit dem ersten auf demselben vom 
Kugelmittelpunkte aus gezogenen radius vecltor und in solcher Entfernung von 
diesem liegt, dass das Produet der Abstände beider Punkte gleich dem Quadrate 
des Kugelradius ist. Die Gestalt des zu construirenden Leiters ist nun das 
zu einer beliebigen Kugelfläche gehörende Spiegelbild des gegebenen Leiters. 
und die für dasselbe gestellte Aufgabe liefert unmittelbar die Bestimmung der 
Induction des gegebenen Leiters durch einen eleetrischen Massenpunkt. der im 


Centrum jener Kugelfläche anzunehmen ist. 








*) Dieser Ausdruck soll hier und im Folgenden die Bedeutung haben, dass dem 


Leiter eine bestimmte Electricitätsmenge mitgetheilt ist und dass keine äusseren 
Kräfte auf denselben vertheilend wirken. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 1. l 
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Das Prineip der sphärischen Spiegelung, welches ich zu dem an- 
segebenen Behufe verwendet habe, ist meines Wissens zuerst von Herrn 
William Thomson in einem an Herrn Liowville gerichteten Briefe ausgesprochen 
(S. Liouvilles Journal Bd. X, p. 364 ff.). In zwei anderen Briefen (Bd. XII, 
p. 256 ff. dess. Journals) hat Herr W. Thomson die hier einschlagenden 
Relationen analytisch ausgedrückt und ihre wichtige Anwendung auf die 
Laplacesche Differentialgleichung dargelegt *). In einer Note, welche dem 
letzten dieser Briefe unmittelbar folgt, behandelt dann Herr Lioueille die be- 
ireffenden Fragen in der Weise, dass er von einem allgemeineren Gesichts- 
punkte ausgeht und in den Zusammenhang zwischen dem Prinzip der sphä- 
rischen Spiegelung und der Laplaceschen Differentialgleichung tiefer eindringt. 
Wiewohl nun die soeben genannten Arbeiten eine vollständige Darstellung 
dieses Prineips enthalten, so habe ich mir doch erlaubt, dasselbe noch ein- 
mal in Kürze zu entwickeln, da ich glaubte, das Lesen des vorliegenden und 
des diesem folgenden Aufsatzes dadurch bequemer zu machen. 

Nach der hier geltend gemachten Auffassung scheinen diejenigen Formen 
von Leitern einer besonderen Beachtung werth zu sein, deren sphärisches 
Spiegelbild eine Gestalt derselben Gattung wird; denn bei diesen fallen die 
erwähnten beiden Fundamentalaufgaben in eine zusammen. Zu dieser CGlasse 
gehören die Formen, deren Begrenzung allein aus Kugelflächen besteht, wenn 
man nämlich die Ebene unter diesem Namen mitbegreift. Die Vertheilung, die 
einer gegebenen Electrieitätsmenge entspricht, ist für die ganze Kugelfläche 
und für das kreisförmig begrenzte Segment einer Kugelfläche bekannt; also 
sind bei einem System von Leitern, von denen ein Theil die eine, der andere 
Theil die andere Gestalt hat, die Voraussetzungen erfüllt. von denen die Be- 
stimmung der electrischen Vertheilung abhängt. 

Bei dieser Veranlassung muss ich erwähnen, dass mir bei Abfassung 
der beiden Aufsätze, welche im 58° Bande dieses Journals erschienen sind 
und welche die Vertheilung der Electricität in einer Kreisscheibe und einem 
Kusrelflächensegment betreffen. die erwähnten Briefe des Herrn W. Thomson 
(und demnach auch das am Schlusse des letzten derselben p. 264 gegebene Re- 
sultat) nicht bekannt waren, und dass ich auch in diesem Augenblick nur dieses 
eine Resultat. weitere über diesen Gegenstand von ihm gegebene Ausführungen 
aber nicht kenne. Wegen der auf das Kugelflächensegment bezüglichen Auf- 





*) Vergl. auch Cambridge and Dublin mathematical Journal Vol. 11I, p. 141, 
v.266; Vol. IV, p.276; Vol.V, p.1. 
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gabe beziehe ich mich deshalb auf die Formel (IV.) p. 166 im 58°" Bande 
dieses Journals. Da aber in diesem Aufsatze die Induction des Segments 
durch einen electrischen Massenpunkt der Aufgabe, auf die es hier ankommt. 
vorangeht, so schien es mir angemessen, dieselbe hier ohne jene Voraus- 
setzung zu behandeln, und dafür genügt die Kenntniss der electrischen 
Vertheilung in einer Kreisscheibe,. welcher eine gewisse Electrieitätsmenge 
mitgetheilt ist. Mittelst der sphärischen Spiegelung ergiebt sich dann aus der 
Lösung dieser Aufgabe die Theorie des inducirten Kugelflächensegments. 


u 3 
Ich beginne mit einigen Betrachtungen über die Transformation einer 
beliebigen Function U von drei Veränderlichen x’, y', = durch Einführung von 
drei neuen Veränderlichen x, y, 3, die zu den ursprünglichen in einer be- 
sonderen Beziehung stehen. Es sollen nämlich die Grössen x’, y', = solche 
Functionen der Grössen x, y, = sein. dass wenn man die vollständigen Dil- 


ferentiale derselben bildet 














or 
de = —dı 
OL 
n ! 
oy | Oo 
dy = — dee + © “dy+ Y — dz, 
z OL S 
ds = FE det ad + z, 


da” + dy'” + da” 
a » gleich einer endlichen Function von x, y, 3 wird. 
dx’ + dy’ +dz 


Da dieselbe wesentlich positiv sein muss, so kann sie als vierte Potenz einer 





der Bruch 


reellen Grösse g aufgefasst werden. und man sieht leicht. dass die gestellte 
Forderung mit der Erfüllung von folgenden Fe identisch ist: 


Dr = 
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Jetzt handelt es sich um den Nachweis der Relation 
U 


or? 





5 #r - 
OT 


wo die Summenzeichen auf die Buchstaben x, y, 3 oder respective x, y', 3 
oehen. und wo U auf der linken Seite durch Substitution der Werthe von 


x, y', 3 eine Function von x, y, 3 geworden ist*). Hierbei kann man die 
etwas umständliche Rechnung vermeiden, indem man von einem der Variations- 


rechnung entlehnten Verfahren Gebrauch macht. 
Aus den Gleichungen (1.) folgt allgemein die Gleichung 


e) (2) =-12(5) 


und. wenn w eine andere beliebive Function von x, y', 3’ bedeutet. die 
= b) 3 . 


durch Einführung der Werthe von x’, y', 2 in eine Function von x, y, 3 


übergeht. die Gleichung 











oU 0w oU 
[ \ >> — ne 5 — 0 
(4.) P =y = — 


Or 0x 02 Or 

Man multiplicire nun beide Seiten derselben mit dem Element yJ’oxdyöz, 
und integrire nach x, y, 3 innerhalb solcher Grenzen, dass die Functionen U 
und © sammt ihren ersten Dilferentialquotienten überall endlich und stetig 
bleiben; ferner gelte für die Function & die Einschränkung, an jenen Grenzen 
selbst zu verschwinden. In dem zweiten Integral ist es zweckmässig statt 
y, 5 die Integrationsvariabeln «', y; 3 einzuführen, dadurch wird das 


I, BC 
gleich dem Element Ox’öy'öz' dividirt durch die Functional- 


Element ox0y6z 

EL: AL: AL; 

=+-, ; Er welche vermöge der Gleichungen (1.) den 
rel J 2 O ie 


Werth +g’ annimmt, und man erhält die Gleichung 


r Bern 2 2 a oU aw 
(3.) )lJörö: 0302 —— —— +f/ för: oy 03 2 —: 
vr Br. or 02% y ox' ox' 





determinante 














ö(g- ou 
 .ödU dw „OU 4 T 
OT 7 ——— 7 —-(Wiı — OL - op 
or OX Or ox 


und 











*) S. den Aufsatz des Herrn Liouville in dessen Journal Bd. XII, p. 288 ff. 
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ferner dieselben Gleichungen mit y, z statt x, und mit y', 3’ statt x’, folglich. 
weil w durch Substitution der Grenzen verschwindet. 


Ra er 
Bi > Kller or aytäg IV 
VTrOy0or=z Eye we = x or 6 y 08 2— 0. 
‘ D or” 


Ersetzt man nun wieder auf der rechten Seite das Element Ox'öy'ö3' durch 
den Werth +g’Oxöyöz, so kommt 


o U 
Din (47 e) U 
N iröyös 3 — - 2 — Jo = 0, 
OLE 0X | 


und es muss, weil » bis auf die Bedingung an den Grenzen des Inteerals 
Factor von » unter 








Null zu sein ganz beliebig gewählt werden kann. der 


mn 


dem Integralzeichen verschwinden, d.h. es ist 


ea u 








\ > A ER: en 
19.) ”. OX 0. 
Hier ist 
eU 
3 | 2) BE 9%... D0 U 2 
COX 6 er or. 1 ox’ ” 


befreit man daher die linke Seite der Gleichung /8.) von dem semeinschaft- 
RL: ii r 
lichen Theiler 4 und addirt zu derselben den Ausdruck I- er U S—U 0. 
OT 


0: 
so entsteht die zu beweisende Gleichung (?2.) 
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= > U+ 2 -—: 


—— ‘ 2 — r 2 > 
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Dieselbe wird nun auf ein specielles System von Functionen angewendet 


r > 


” ei r . . . . » e 
werden. bei denen E=0 ist. so dass sie in die einfachere Gestalt 
OI 


ö°(qU) Bine: 


u. I 
\ ) Or’ / or? 


übergeht. Diese Functionen sind durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 











6% > k (X - Y 

\" Er“ = ir 
' ’y—y 

(10.) j iR Se nn ur 
’ K(2— ) 

s‘ = + \ = ü . 
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bei denen 4, x. 9. 3 beliebige Constanten bedeuten, und 
r = (sn) +9) +(2-3) 
gesetzt wi Da die BIRERENE einer kleinen Rechnung für den Bruch 
2 2 
er den Werth 5 
aufgestellten Bedingungen erfüllt. die Grösse q wird gleich E und daher nach 


m 





liefert. so sind die für die Functionen x, y'. 


einer bekannten Eigenschaft dieser Function >s—ı=0. Wenn man jetzt 
den eingeführten Grössen die geometrische Bedeutung beilegt, dass in Bezug 
auf ein System rechtwinkliger Coordinaten x, y, 3 die Constanten x, 9, 3 
einem Punkte A, die Variabeln , y, 3 einem Punkte B, die Variabeln x’, y', 3’ 
einem Punkte D’ entsprechen. und dass der Werth # eine bestimmte Länge 
bezeichnet. so drücken die Gleichungen {10.) offenbar die Beziehung zwischen 
den Punkten B und B’ aus, dass beide mit dem Punkte A in derselben geraden 
Linie und auf derselben Seite von A liegen. und dass das Product der Ab- 
stände AB und AB’ gleich dem Quadrate der Länge k ist. Denkt man sich 
also um den Punkt A als Centrum mit dem Radius # eine Kugelfläche be- 
schrieben, die auf ihrer inneren und ihrer äusseren Seite die Wirkung eines 
Spiegelbild des Punktes P, und umgekehrt der Punkt B das Spiegelbild des 
Punktes 5’. In Folge der Gleichungen (1.) hat dieses Abbildungsprineip die 
Wirkung. dass. wenn man in unendlicher Nähe eines beliebigen Punktes B 
zwei andere Punkte DB, und BD, annimmt, und die Abbildungen der drei Punkte 
respective mit BD’, B,. B, bezeichnet, das Dreieck BB,B, und das Dreieck 
3 BB, einander ähnlich werden. Ausgenommen ist allein der Fall, dass der 
Punkt 5 mit dem Punkte A zusammenfällt, indem dann der Punkt B’ sich 
von A unendlich entfernt. (Vgl. auch den Aufsatz des Herrn Liowville in 
dessen Journal Bd. XII. pag. 280 ff.) 

Es sei jetzt S der Inbegriff einer beliebigen Anzahl von geschlossenen 
oder nicht geschlossenen Flächen. deren keine den Punkt A enthält. und es 
werde von jedem Punkte B in S auf die angegebene Weise das sphärische 
Spiegelbild b’ entworfen, dann bilden diese Punkte B’ im Allgemeinen **) 


Spiegels ausübe, so ist der Punkt 5’ das zu dieser Kugelfläche gehörende 





*) 8. den Brief des Herrn W. Thomson in Liouvilles Journal Bd. XII, pag. 259 ff. 
und pag. 275 tf. 

**) Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn mehrere der in $ enthaltenen Flächen 
sich ins Unendliche erstrecken, und Flächen dieser Art sind von der folgenden Be- 
trachtung auszuschliessen. Auch in S’ können keine solche Flächen vorkommen, weil 
der Punkt A niemals in eine Fläche S fallen darf. 
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eine ebenso grosse Anzahl gesonderter Flächen, als in S enthalten sind. und 
der Inbegriff derselben S’ kann das sphärische Spiegelbild von S genannt wer- 
den. Ueber S’ sei eine beliebige electrische Massenschicht von der Dichtie- 
keit 4 im Punkte B’ ausgebreitet. und das Potential ihrer Wirkung auf einen 
beliebigen Punkt des Raumes 5’ heisse ». Wenn man nun für S eine electrische 
Belegung annimmt, bei der die Dichtigkeit og im Punkte B aus der Dichtigkeit 
in dem entsprechenden Punkte B’ durch die Gleichung *) 
a LAN 
: 
erhalten wird. so gilt für das Potential » derselben in Bezug auf einen be- 
liebiveen Punkt B des Raumes die Gleichung 
12., = 2. 
z 
wo das Potential « sich auf den dem Punkte B entsprechenden Punkt B’ 
bezieht. 

Den Beweis dieses Satzes. der das Fundament der folgenden Unter- 
suchung bildet. kann man auf die von Dirichlet aufgestellten characteristischen 
Eigenschaften eines Flächenpotentials gründen **). Das Potential «, als Funetion 
des Punktes 5’ oder der Coordinaten x’, y', 3’ betrachtet, hat offenbar diese 


Eigenschaften. weil es von einer auf mehreren endlichen Flächen vertheilten 


“ .. * | us * “ * 
Masse herrührt; und wenn man in dem Ausdruck —» für die Coordinaten 
m 


x, y', 3 respective ihre Werthe aus den Gleichungen (10.) einsetzt, so lässt 
sich zeigen, dass derselbe eine Function der Coordinaten x, y, z oder des 
Punktes DB wird. welche die characteristischen Eigenschaften des Potentials 


” .. . no . . . . k’ - 
einer über die Fläche S vertheilten Masse von der Dichtiekeit 0 = — 4 be- 
- 


sitzt. d.h. dass der Ausdruck — «a mit dem Potentiale » identisch ist. Dies 
” 
seschieht wie folet: 
. ; 1 i a 
I. Die Function —a der Coordinaten x, y, 3 ist im ganzen Raume 


endlich und stetig, und ihre nach x, y, z genommenen ersten Differential- 


quotienten sind dies ebenfalls mit Ausnahme der Flächen S, weil die Function « 





*) S. den Aufsatz des Herrn Liourille in dessen Journal Bd. XII, pag. 257 ff. 
**) 9. den Monatsbericht d. Berl. Ac. v. J. 1346, pag. 211. In seinen Vor- 


lesungen ersetzte Dirichlet die in unendlicher Entfernung von den Flächen zu erfül- 
lenden Bedingungen (4.) durch die eine, dass das Potential daselbst verschwinde. 
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der Coordinaten x, y', 3 und ihre nach «', y’, 3’ genommenen ersten Dif- 
ferentialquotienten mit Ausnahme der Flächen S’ dieselben Eigenschaften haben. 
Einer besonderen Erörterung bedarf die Function u nur für die Punkte B, 
welche dem Punkte A sehr nahe liegen. Da die entsprechenden Punkte B’ 
sich von demselben in's Unendliche entfernen, so denke man sich um A 
als Mittelpunkt mit dem Radius / eine Kugel beschrieben, welche die Flächen 8’ 
einschliesst; dann kann man den Werth von » für die Punkte B’ dieser 
Kugelflläche in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende stets convergente 
Reihe entwickelt annehmen. und erkennt leicht, dass die Ausdrücke 


4 (— ): 6) = 1) oz u) 


ER U Ze rg r- 0 


r oX oy 03 


auch bei wachsendem / endlich und stetig bleiben. worin die zu erweisende 





Thatsache besteht. 
2. Wenn man die in dem Punkte BD’ von 5’ errichtete Normale mit p 


bezeichnet, so gilt für die Dichtigkeit #4 die Gleichung 


IR, 
6 5) 


wo die Hinzufügung von +. die Seite der Fläche andeuten soll. auf welcher 
positiv genommen ist, und —e die enigegengeselzle Seite. Wenn nun die 


in dem Punkte B von S-errichtete Normale mit p bezeichnet wird. so hal 





r 1 \ 
O 
. . . je . « . Pi » . 
der Differentialquotient —— zu beiden Seiten von S ebenfalls verschie- 
op 
dene Werthe, und es kommt auf die Bildung ihrer Differenz an. Es sei 
w(e,y,2)= 0 die analytische Gleichung einer beliebigen von den in $’ 


enthaltenen Flächen, so wird nach Einsetzung der Werthe von x‘, y', z’ aus 
(10.) dieselbe Gleichung w(x’,y',z') = 0 das sphärische Spiegelbild dieser 


Fläche. also den entsprechenden Theil von S darstellen. Hieraus folgen die 


Gleichungen 




















ou Ow cu ow, du oy 
r 7 ‚er Dar ae. ee Su © N r 
J Yanl ‚ Jar v ve „I! oo 
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nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie. Setzt man aber in (4.) 


die Function w an die Stelle von w, « an die Stelle von U, so kommt 


ou oy u oy 


SE SE, 


ox 0% ox oa’ 


setzt man in (3.) vw an die Dee von U, 
a5) ei a, 


und daher folgt aus (11°.) die Gleichung 


a) (7) 1, ou 
u: ae 


were Beer 


p op r 9 op 








. .. . r k . .. . . R) .. 5) 
in welcher für q sein Werth — einzuführen ist. Die Grössen —, —, u 
f ä ( 'p 

haben zu beiden Seiten von S denselben Werth, und so entsteht für die auf- 

zusuchende Differenz der Ausdruck 

Fr) (N 

Or TB —— 
r" n 

— —— — An—ı=—4no, 
op Le op N a 


>= 
(5) 





(11°) 


welcher zu beweisen war. 
. ” 1 .. . % .. Y 
3. Die Function — u genügt im ganzen Raume ausserhalb der Flächen S 


der Laplaceschen Differentialgleichung 
ö & ) 

Oo re (2 

= — 

or” 


denn wenn man in der Gleichung (9.) die Function « für U substituirt, so 


— 0; 





. . . W ® Oo’ „er “ 
verschwindet ihre rechte Seite wegen der Gleichung = = 0 für jede 
2. f OT 


Lage des Punktes B’ mit Ausnahme der Flächen S’, und die linke Seite geht 


-. "5 





' Bra: ® 
durch die Relation q = FM die Form k& = an über. Daraus folgt aber 
2 Mi — U 
. .. . . . — r “ » 
die Gültigkeit der Gleichung 2 ——— =0 in dem angegebenen Umfange. 
UT u Ds 


. . 1 Pr . T 9 
4. Die Function — u nähert sich der Null, sobald der Punkt B ins 


Unendliche rückt, weil alsdann das Spiegelbild B’ des Punktes B sich dem 
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Punkte A unendlich nähert und die Function » gegen einen festen Werth 
convergirt, während r über jede Grenze hinauswächst. 

Aus diesen allgemeineren Betrachtungen kann man sogleich den fol- 
genden Satz ableiten, der zur Reduction des allgemeinsten Problems der 
electrischen Vertheilung auf einfachere Probleme führen soll: 

l. Es sei S der Inbegriff der Oberflächen, durch welche ein gegebenes 
System von electrischen Leitern begrenzt wird, A der Ort eines eleetrischen 
MHassenpunktes, der sich nicht in S befindet, so erhält man die Dichtigkeit o 
der durch diesen indueirten Massenschieht im Punkte BD mittelst der Gleichung 
0 s ., und das Potential v dieser Massenschicht in Bezug auf den Punkt B 
(welches in 5 gleich der reciproken Entfernung des betreffenden Punktes vom 
Punkte A werden muss) mitlelst der Gleichung v u, wenn man für die 
um das Centrum A mit dem Radius k beschriebene Kugelfläche das Spiegel- 
bild BD’ des Pıtmktes a das Spiegelbild S’ der Flächen S entwirft, und mit 
das auf den Punkt b’ bezogene Potential einer electrischen Belegung von 8’ 
bezeichnet, das in a Punkte von S’ den Werth der Einheit hat, mit ). 


’ 


aber die Dichtigkeit dieser Massenschicht im Punkte B’ von S'. 

bei diesem Salze ist daran zu erinnern, dass ein Potential «x von der 
geforderten Eigenschalt stels existirl, und zwar nur ein solches. 

Da es lür manche Zwecke vortheilhaft ist, für die Summe der eben 
bestimmten Dichligkeit o einen übersichtlichen Ausdruck zu haben. so führe 
ich folgenden Salz an *): 

I. Wenn man diejenige electrische Belegung des Oberflächencomplexes 
S kennt, welche in jedem Punkte von S den Potentialwerth Eins hervorbringt, 
so liefert der Werth ihres Potentials Q im Punkte A die dem Potentiale vo 
entsprechende Electrieitätsmenge. 

Vermöge eines von Gauss bewiesenen Theorems **) sieht man nun 

‚rleich ein, dass für jeden Punkt A, der ganz ausserhalb der mit S be- 
- zeichneten Oberfläche liegt, der Werth von Q ein positiver echter Bruch, und 
dass für jeden Punkt A, der von einer oder von mehreren dieser Flächen 
umschlossen ist, der Werth von Q gleich der Einheit ist. Dasselbe gilt in 
Bezug auf das Potential « und den mit S’ bezeichneten Complex von Ober- 


*) Der Beweis lässt sich genau demjenigen nachbilden, den ich Bd. LVIII, 
p. 154 für einen speciellen Fall dieses Satzes gegeben habe. 


**) Allgemeine Lehrsätze etc. Art. 26. 
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flächen, und daraus folgt weiter, dass die Dichtigkeit 4 auf denjenigen Flächen, 
welche von anderen umschlossen werden, den Werth Null. auf solehen. die 
von keiner Fläche umschlossen werden, stels einen positiven Werth hat. 
Mithin hat die Dichtigkeit 0 auf den Spiegelbildern dieser Flächen beziehungs- 


weise ebenfalls den Werth Null oder einen positiven Werth. 


S. 2. 

Wenn ein gegebenes System von » electrischen Leitern unter der Ein- 
wirkung von beliebigen Nichtleitern steht, so muss das Potential der Belegungen 
des Systems und das Potential der erregenden Nichtleiter zusammengenommen 
auf der Oberfläche eines jeden Leiters einen vorgeschriebenen eonstanten Werth 
annehmen: das ist die nolhwendige und zureichende Bedineune. um das 
electrische Gleichgewicht des Systems zu bestimmen. Stall der » conslanten 
Potentialwerthe können die den einzelnen Leitern miteetheilten Electrieitäls- 
mengen gegeben sein; wegen des bequemeren Ausdrucks habe ich indessen 


das erstere vorausgeselzt. 


Wenn man den Inbegriff der Oberflächen der » Leiter. wie vorhin. 
mit S bezeichnet, für den mit der electrischen Masse « versehenen Punkt A 
eines jeden Nichtleiters nach Angabe des Satzes I. die Function © bestimmt, 


und über alle Elemente der Nichtleiter die Summe 
— Zu 


ausdehnt, so stellt diese Summe offenbar dasjenige Potential einer Belegung 
von S dar, dessen Werth mit dem Werthe des Potentials der Nichtleiter addirt 
in $ die Summe Null hervorbringt. Diese Belegung entspricht dem Vorgange, 
dass alle Leiter des Systems nach ausgeführter Induetion mit der Erde leitend 
verbunden werden. Die allgemeine Behandlung der Aufgabe verlangt nun 
zu dieser Belegung eine andere hinzuzufügen, die für sich allein in jedem 
Leiter den vorgeschriebenen constanten Potentialwerth hervorruft. Da aber 
die Auflindung einer solchen Belegung des mit 5 bezeichneten Complexes 
von Oberflächen, wenn man von der Gestalt der Leiter absieht. eine 
allgemeinere Aufgabe ist als die Bestimmung des Potentials « für das 
Spiegelbild S’ von S, von der die Bildung von » abhängt, und diese als 
speciellen Fall in sich schliesst, so genügt es. von der ersteren allein zu 


sprechen. 
ad 
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Hier werde ich ein Prineip anwenden, das für die Bestimmung der 
gegenseitigen Wirkung von zwei Leitern von Murphy angegeben ist *), das 
aber mit Leichtigkeit auf ein System von Leitern ausgedehnt werden kann. 


Es seien die Oberflächen der einzelnen Leiter mit S,, &,.... S, bezeichnet. 
und die einem jeden vorgeschriebenen constanten Werthe des aufzusuchenden 
Potentials V resp. mit C,, ©, ... C,, dann zerlege ich das System S in 


zwei Gruppen. von denen die eine allein den Leiter S, enthält. die andere 
die übrigen Leiter umfasst und mit S, bezeichnet werden soll. Wenn nun 
erstens eine Belegung 0, von S, gegeben ist, deren Potential e, in S, den 
Werth ©, hat, und wenn zweitens eine Belegung o, von S, bekannt ist. deren 
Potential e, in 8, 8;. ... 8, resp. die Werthe C©,, C,, ... C, annimmt, 
dann kann das Potential V durch gegenseitige successive Einwirkung der als 
unbhängig betrachteten beiden Systeme gebildet werden. Die Massenschicht o, 
indueire in S, eine Massenschicht o,. deren Potential v, in $S, den Werth — © 
hat, darauf inducire diese Massenschicht o, in S, eine Belegung o,. deren 
Potential v, in S, den Werth —e, hat. und dies Verfahren werde in infinitum 
fortgesetzt. Ferner errege die Massenschicht go, in S, eine Massenschicht o,. 
deren Potential ©, in $S, den Werth —rv, hat, dann errege diese Belegung o, 
in S, eine neue Belegung o,. deren Potential v, in S, den Werth —e, an- 
nimmt, u.s. f. Dann ist die Summe e,+®e,-+®, +®, +++ das Potential einer 
Belegung des Systems S, welches in S, den Werth C,. in S, den Werth 


Null hat, und die Summe @,+®e, +9, +0, ++ ist das Potential einer Be- 


legung von S, welches in S, den Werth Null, in 85, 8. ... S, resp. 
die Werthe G,, C,, ... C, annimmt; folglich wird das gesuchte Potential 


V=o+e, +0 +4e +-+0,+9+9%+0, +, dem Aggregat von jenen 
beiden Summen. Von der Convergenz der aufgestellten Reihe überzeugt man 
sich durch die Bemerkungen am Schlusse des vorigen Paragraphen, indem 
man sowohl in der Massenschicht o, wie in der Belegung o, die positiv 
electrischen Elemente von den negaliv electrischen sondert, und die durch 
beide indueirten neuen Schichten getrennt verfolgt. Z. B. der positive Theil 
der Massenschicht 0, indueirt eine rein negative Massenschicht in S,, und 
dieser Theil von g, erregt wieder eine rein positive Massenschicht in S, u. s. f. 


Auf diese Weise entstehen für S, lauter rein positive Massenschichten, deren 





*) Elementary principles of the theories of electricity heat and molecular actions. 
Part I, Chapter V, pag. 93. 
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Electrieitätsmengen abnehmen wie eine geometrische Reihe, und für S, lauter 
rein negative Schichten, von denen das gleiche gilt. Folglich bilden die von 
diesen Partialschichten herrührenden Potentiale convergirende Reihen; und da 
der für V angegebene Ausdruck aus acht Reihen dieser Art zusammengeselzi 
werden kann *), so ist die Convergenz desselben festgestellt. 

Um die Potentiale ®,, ©. ©,, ®., ... aus den eegebenen Potentialen 
ec, und », ableiten zu können, ist es nothwendig und ausreichend, das Potential 
der Belegungen von S, und 8, zu kennen, die durch einen beliebig gelegenen 
electrischen Massenpunkt indueirt werden. Nach dem Satze I. des vorigen $. 
hängt diese Kenntniss davon ab, für die aus einem beliebigen Centrum ent- 
worfenen sphärischen Spiegelbilder $S, und S, von S, und S, die Aufgabe des 
eonstanten Potentials zu lösen; die Bildung von ev, und e, ist aber nichts an- 
deres, als die Beantwortung derselben Frage für die Flächen 8, und $,. 
Also verlangt die Aufgabe des constanten Potentials bei dem aus » Leitern 
bestehenden Systeme S, oder die Aufstellung von V, die Auflösung der gleichen 
Aufsabe in Bezug auf die Leiter S,. S, und die aus (»—1) Leitern bestehen- 
den Systeme $,, S,. Behandelt man diese beiden Systeme in der gleichen 
Weise, so erfolgt die Absonderung eines neuen Leiters. und dies Verfahren 
ist so lange fortzusetzen, bis die Anzahl » der Leiter des gegebenen Systems 
erschöpft ist. Wenn daher für jeden Leiter und für das durch die wieder- 
holte sphärische Spiegelung erzeugte Bild eines jeden Leiters die Aufgabe des 
constanten Potentials gelöst ist, so selzt sich das Potential V aus lauter be- 
kannten Bestandtheilen zusammen. 

Nach einer früheren Bemerkung wird das im Satze I. definirte Po- 
tential © unter derselben Annahme durch dieselbe Methode aus bekannten 
Elementen gebildet. Mithin ist auch das Aggregat 

— Zuoc-+V 
bekannt, d. i. das Potential derjenigen Belegung des Systems S, durch welche 
die allgemeinste Aufgabe der electrischen Vertheilung befriedigt wird. 

Die für jeden einzelnen Leiter des Systems aufgestellte Grundforderung 
lässt sich jetzt noch dahin vereinfachen, dass nur für den Leiter selbst und 
für das durch einmalige sphärische Spiegelung hervorgebrachte Bild die Aul- 
gabe des constanten Potentials gelöst werde. Denn die Wirkung einer beliebig 


*) Der Umstand, dass von diesen acht Reihen je zwei aus lauter verschwinden- 
den Gliedern bestehen müssen und noch zwei andere dieselbe Eigenschaft haben 
können, darf unberücksicht bleiben, da er die Kraft des Beweises nicht aufhebt. 





! 





gi ri 
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oft wiederholten sphärischen Spiegelung ist stets durch eine sphärische Spie- 
selung, eine ebene Spiegelung und durch eine Verschiebung des Bildes im 
Raume zu ersetzen, wie sogleich gezeigt werden soll; die Reflexion durch 
einen ebenen Spiegel liefert aber ein Bild, das dem Gegenstande entweder 
congruent oder doch symmetrisch ist, und man erhält stets die einer bestimmten 
Kleetrieitäismenge entsprechende Vertheilung für das Bild, indem man in jedem 
Punkte seiner Oberfläche die electrische Dichtigkeit genau ebenso annimmt, 
wie in dem correspondirenden Punkte des abgebildeten Leiters. für den die 
gleichlautende Aufgabe gelöst ist. 

Um die Zusammensetzung von zwei sphärischen Spiegelungen darzu- 
stellen, sei ausser der um das Centrum A mit dem Radius % beschriebenen 
Kugel eine zweite gegeben, deren Centrum M von A um die Länge g absteht, 
und deren Radius / heisst. Den Anfangspunkt der Coordinaten lege ich in 
den Punkt A, die r-Axe in die Linie AM, die y-Axe aber so, dass der 
abzuspiegelnde Punkt B in die zy-Ebene fällt. Die Spiegelung durch die erste 
Kugel giebt das Bild B’ von B, das die Coordinaten x’, y’ hat; die Spiegelung 
von B’ durch die zweite Kugel bringe das Bild BP” mit den Coordinaten x”, 
y" hervor. Setzt man nun wie gewöhnlich Y—1=i, so gelten die Gleichungen 


k’ 1’ 
a | DZ WE A SE „« vv 
Rn “5. de ai ee x —9—yi? 








folglich ist, indem man x=’—y'i eliminirt, 
Ph’ 
r _ N ; — g— Lu nn PR > ee 
«A, ] Y 4 q l | k“ [3 


(ey) g 





d.h. man erhält das Bild 5” durch Combination einer sphärischen Spiegelung 


. . u. . x k” . y . 
mit einer Spiegelung durch die Ebene x = und durch eine Verschiebung 
” ( 
. Ye . u » 4 k” . . 
im Sinne der @-Axe. Die letztere fällt fort, wenn g—- en ist; dann liegt 
$ I 
der Punkt A ausserhalb der zweiten Kugel, die von A aus an diese Kugel 
gezogenen Tangenten haben die Länge %, der von den Berührungspunkten 


gebildete Kreis giebt die spiegelnde Ebene, und der Mittelpunkt A, und der 


N - RR ; " a Ik 
Radius dieses Kreises geben respeclive den Mittelpunkt und den Radius = 
P ( 


der spiegelnden Kugellläche an. durch welche das Bild B” des Punktes B 
hervorgebracht werden soll. Verbindet man den Punkt A, mit B, den Punkt 
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M mit DB’, so erkennt man auch leicht die Richtigkeit der ‘späterhin zu be- 
nutzenden Proportion 

AB: AB = AM:BM. 
Das bei der Zusammensetzung von zwei sphärischen Spiegelungen gefundene 
Resultat enthält aber die Rechtfertigung der oben aufgestellten Behauptung 


über die Zusammensetzung von beliebig vielen sphärischen Spiegelungen. 


g. 9. 
Da das sphärische Spiegelbild einer Kugelflläche immer wieder eine 
Kuselfläche wird. und da die eleiehförmigee Vertheilune von Eleelrieität über 
die ganze Kugellläche ein constantes Potential in der Kurelfläche hervorbrinet. 


so lässt sich nach den gegebenen Regeln die Vertheilung der Elecirieität in 


einem aus lauter ganzen Kugeln bestehenden Systeme bestimmen, welches 
auch ihre relative Stellune sein möse. In Bezue auf die Bildun» des Potentials. 
das mit NV bezeichnet wurde. ist alsdann zu bemerken. dass dieselbe nur 
Summalionen und keine Integration involvirt. wie es sich auch in dem Falle 
von zwei Kueeln sezeiet hat. 


N .» „ ah nd . nah - » © 1 » er f en . ‚ ın n 
Aus der erwähnten Eivenschaft der Kuselfläche folet aber auch. dass 


1} 


jeder Leiter, der ausschliesslich von Kugelllächen begrenzt ist, durch sp 


ur I 
NArISCHE 


Spiegelung in eine Gestalt von derselben Eigenschaft verwandelt wird. Dabei 
bleiben, wie leicht einzusehen, die Neigungswinkel an allen Kanten, wo zwei 
Flächen zusammenstossen, ungeändert *),. und die Formen, für welche man 
in jedem einzelnen Falle die Aufgabe der einem constanten Potential ent- 
sprechenden Vertheilung lösen muss, sind dadurch in engere Grenzen ein- 
seschlossen. 

Um diese Vertheilung bei dem kreisförmig begrenzten Segment einer 
Kugellläche zu finden, kann man folgenden Weg einschlagen. 

Wie in der angeführten Abhandlung sei das gegebene Segment mit S, 
die Fläche des Kreises, der den Rand bildet, mit F bezeichnet, und es be- 
deute » das Potential einer Belegung des Kreises F, welches in F den Werth 
der Einheit hat. Weil dasselbe von einer über eine Ebene ausgebreiteten 
Massenschicht herrührt, so hat es bekanntlich die Eigenschaft, dass die Werthe 
des senkrecht gegen die Ebene genommenen Differentialquotienten von w zu 
beiden Seiten derselben gleich, aber von entgegengeselziem Vorzeichen sind. 


*) Vel. pag. 6. 
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Setzt man daher eine Function W des Punktes B in dem von den Flächen F 
und S eingeschlossenen Raume T gleich 2—w, ausserhalb desselben gleich w, 
so ist W eine in unendlicher Entfernung von S verschwindende Potential- 
function für den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche $S. Es bezeichne 
nun M den Mittelpunkt der Kugelfläche, von welcher $ ein Abschnitt ist, g, 
den Radius derselben, r die Entfernung des Punktes B von M, und B, das 
zu dieser Kugel gehörende Spiegelbild von B. Bei dieser Spiegelung geht 
offenbar jeder Punkt von S in sich selbst über, und wenn W, den Werth 
von W im Punkte B, bedeutet, so ist nach dem Satze I. in $.1 die Function 


”_W, eine Potentialfunction des Punktes B von denselben Eigenschaften 
wie die Function W. Diese Eigenschaften behält aber auch das Aggregat 


1W+ ze W,, und der Werth desselben zu beiden Seiten von S ist gleich der 
Einheit. Also wird die Function x, welche diesem Aggregat gleich sein soll, 


(13) u = 41W+2W, 


das auf den Punkt B bezogene Potential derjenigen electrischen Belegung 
von S, welche demselben in S den Werth der Einheit giebt, und gerade 
dieses wurde gesucht. 

Mittelst des Satzes I. aus $.1. kann nun aus diesem Potential « das 
Potential © der in dem Leiter S durch einen electrischen Massenpunkt A 
indueirten Massenschicht abgeleitet werden. Nachdem um den Punkt A als 
Centrum mit dem Radius k eine Kugel beschrieben ist, construire man das 
Spiegelbild S’ des Segments S, das ein eben solches Kugelfllächensegment 
wird, und bilde für dieses den eben gefundenen Ausdruck «, indem man an 
die Stelle des Punktes 5 das aus dem Centrum A entworfene Spiegelbild 


* 


desselben 5’ setzt; diese Substitution mag durch Hinzufügung des Zeichens 
bei allen Elementen des Ausdrucks angedeutet werden. Dann hat das ge- 
suchte Potential oe im Punkte BD diesen Werth: 
(14) vo = —(W*++% W;*)- 
2r ‘ r”® 

Ehe ich mich aber zu der analylischen Darstellung dieses Werthes 
wende, die den Schluss dieser Mittheilung bilden soll, ist auf eine allgemeinere 
hinzuweisen, die sich an die Gleichung (13.) knüpft und in der 


Folgerung 
Wenn nämlich ein System von Leitern zum 


Einleitung ausgesprochen ist. 
Theil aus vollen Kugelllächen, zum Theil aus kreisförmig begrenzten Kugel- 
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flächensegmenten besteht, so lässt sich die Vertheilung der Electrieität nach 
den Regeln des vorigen $. vollständig darstellen. 

Um in die Gleichung (14.) den Ausdruck des Potentials w» einzuführen. 
lege ich den Coordinatenanfang in den Mittelpunkt O0 des Kreises F, die 
und die y„-Axe in diese Ebene, die 3-Axe also in die Senkrechte auf der- 
selben. Bedeutet nun ce den Radius des Kreises F, s einen positiven, « einen 


positiven oder negativen Werth. so hat man die Gleichungen *) 


’ > > f > 


15.) eure) = at y+-ai)", 


ud 


| 


Fi 
„ arctg( —)- 


(16.) m 
Aus dieser Form von w folgt ohne Rechnung, dass das in (14.) gegebene 
Potential © keine andere Transcendente als arctg enthält. und damit scheint mir 
für diese Eigenschaft desselben der eigentliche Grund aufgefunden zu sein 


Aus der Gleichung (16.) folgt 


2 — = = (a — arcte( a : arcto (< 41 


wenn man den Bogen zwischen den Grenzen Null und nimmt. wie in der 
Folge immer geschehen soll. Mithin gilt die Gleichung 


PER R 2 E N \ 
(17. W = —aretg( ) 
’ i ’T us 


mit dem oberen Zeichen, wenn der Punkt B ausserhalb des Raumes 7 liegt. 
und mit dem unteren Zeichen. wenn der Punkt B im Raume T liegt: und 
wenn s, den Werth von s für den Punkt 3, bedeutet. so findet die Gleichune 
ll , ARE ir wi 
£F7) MW, = arcig\ — ) 
für den Punkt B, unter den gleichlautenden Bedingungen statt. Zu der ex- 
pliciten Darstellung von ® ist nun zunächst die Bildung von W* erforderlich 
Der Gleichung (15.) gemäss hat man s* durch die Gleichung 


R} > 


(18.) — cur Hs) u 2 y L ter 


bestimmt. deren rechte Seite durch die Coordinaten x. y, z des Punktes 5, 
die Coordinaten x. y, 3 des Punktes A und die Constanten e, g, auszudrücken 
ist. Der reelle Theil =*+y*-+2*—c* liefert, gleich Null gesetzt, die 
Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt im Punkte O* liegt, deren Radius 





*) Vgl. Bd. LVIII, p. 159, Formel (10.) d. Journals, wo v statt «, r statt sı steht. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft. 1. 3 
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gleich e* ist, die mithin durch den Kreis F* halbirt wird; der rein imaginäre 
Theil —23*c*i giebt. gleich Null gesetzt, die Gleichung der Ebene, in welcher 
der Kreis F* befindlich ist. Sucht man daher das dem Centrum A zuge- 
hörende Spiegelbild dieser Kugel und dieser Ebene auf, so werden die 
Funetionen des Punktes BD, welche in diesen Flächen Null sind, von den in 
Rede stehenden Functionen des Punktes 5’ nur durch leicht anzugebende 
Faclsren unterschieden sein. und man kann die Gleichungen jener Spiegel- 
bilder zur Bildung der betreffenden Functionen benutzen. 

Das Spiegelbild der Ebene, in welcher der Kreis F* liegt, ist offen- 
har diejenige Kugellläche, welche dureh den Rand des Segments S und durch 
den Punkt A selbst hindurchgeht, und das Spiegelbild der Kugellläche,. welche 
durch den Kreis F* rechtwinklig „eschnitten wird. ist nach einer früheren 
Bemerkung *) eine zweite Kugellläche, welche durch die zuerst construirte im 
Rande des Serments S ebenfalls rechtwinklig geschnitten wird. 

Demnach befriedigen die Coordinaten x, y., z eines Punktes 5, der 


sich auf diesen Flächen befindet, resp. die Gleichungen 
ec A 


(19.) 
de’ 


En u Due Ye FIR dam Dee u ae "BR" Bu per 0. 


A 
u 
fl 


Selzi man hier die Werthe von ır, 9, 2 
der Gleichungen (10.) ergeben. 


(a —r Ku —y - k’(s'’— 35) 
Wo 


vesetzt ist. so erscheint nach einer leichten Reduction der Ausdruck g als 


der Abstand zwischen dem Punkte B’ und der Ebene F*, in den Factor 


rd multiplieirt. und der Ausdruck w als die Dillferenz zwischen dem 


Ouadrate der Entfernung des Punktes 2’ von dem Centrum O0* und der 


4 4 


ER ’ Y . ) . a ge“ . 
Grösse — ec’, mit — multiplieirt. Der Kürze halber ist der Ausdruck 


20.) = AH) ti tre-rN) 


N. 
k’ 


eineeführt. Offenbar ist also —. ec’ oleich dem Quadrate des Radius c* des 
eo) Ö' Le) 


*\, Vergl. p- Ö. 
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Kreises F*, und man hat die Gleichungen 


fp er PL ) gr 
21) | 
Ö' is FR 2 re 
v= ler ty tatch 


Um mittelst derselben die rechte Seite von 18.) umzuformen. wird man r" 


k* it 
durch — ersetzen und den vorstehenden Gleichungen diese Gestalt veben: 
= - 


E > ; )» Se) N “ Ur 
zer ya —c* | 
. r r 
zZ * l * ce = 14 . : 
f r 
dann komm! 
) ) 2 +ı\ı2 Ü ” ’ i 
r % . + Y * e i Pr %* : ® [L ? 2 nm . U / 2yei z 
« \ , e’r 


oder durch Substitution der Ausdrücke für vw und q 


#8 
rt 


2.) az et De a 3 (+ +(z+ei))-+y 


LA 


Dadurch erhält man den gewünschten Ausdruck *) für W* 


% 2 er x 
' mw arcie\ ——). 
33\ sT u 
wrı).) 
(z-+1 + ct)’)(r ci) ) 


Die Darstellung von W,* verlanet. dass man vermöge der Kusel- 
läche, deren Mittelpunkt M* und deren Radius g* ist. das Spiegelbild BP" 
von B’ construire und den Punkt B’ in W* an die Stelle von B’ irelen 
lasse. Dies Verfahren wird sehr vereinfacht. wenn man den Punkt A ausser- 
halb der Kugelfläche annimmt. zu der S eehört. und dann den willkürlichen 
Radius % gleich der Tangente setzt. die von A aus an diese Kusrelfläche se- 
legt werden kann. Dadurch wird S’ ein Seoment derselben Kusellläche. so 


en 
\ 


dass die Punkte M* und M zusammenfallen und g* q, ist. Also gilt von 


dem Spiegelbilde B” die in $. 2 durchgeführte Betrachtung. indem alle Buch- 
staben mit Ausnahme von / dieselbe Bedeutung behalten, / aber durch y, zu 
ersetzen ist. 


*) Um denselben mit den Bezeichnungen des angeführten Aufsatzes überein 


stıimmend zu machen, ist si=o, sti—=o*, v’--y- G— cc)’ = — ce’ -+T), r=cyN 
zu Setzen. 


3 % 
[3 
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Wenn demnach wieder A, das zu der um das Centrum M beschriebenen 
Kugel gehörende Bild von A ist. und wenn für die neue um das Centrum A, 
beschriebene Kugelfläche B, das Bild von B, S, das Bild von $ ist, so er- 
kennt man leicht, dass der Punkt B” zu der Fläche S genau dieselbe Lage 
hat. wie der Punkt B, zur Fläche S,. Nennt man nun die Coordinaten des 
Punktes A, X. 9ı> jı- die Entfernung zwischen A, und B r,, so entsteht 
durch die Vergleichung mit (23.) für W,* folgender Ausdruck *) 





W, = 5. arcte (=, )- 


$, 
HP ++) HP HE), 


2 2 
er, 


(24.) 





[.®# 2 
(uf +? = 


En 
Endlich kommt in dem Ausdruck (14.) für e die Grösse Fer vor. Der 


Zähler derselben ist gleich g,. der Nenner wegen der p. 15 erwähnten Pro- 
portion gleich dem Product der Entfernung r, in die Entfernung AM oder g, 


#r 





folglich Po — a. Mithin erhält das Potential ve folgenden Werth **) 
1 
1/1 +1 g +1 
[3 \  — —Ii-—oar — L.5 are un HE o 
ww) = = (— aretg( SR ) = arc g( Fr )) 


Nach einer Bemerkung. die bei Veranlassung des Ausdruckes W gemacht 


+1 
=, ) das obere Zeichen. wenn der Punkt B’ ausser- 
fr: 





wurde, gilt bei arctg( 
halb des Raumes liegt. den die Flächen S’ und F* einschliessen,. das untere 
Zeichen im entgegengesetzten Falle. Da aber, wenn man durch den Punkt A 


und den Rand von S eine Kugelfläche hindurchlegt. der Theil P derselben, 
in welchem A sich nicht befindet, das Spiegelbild von F* ist, so darf man 


+I\N. 
auch sagen: in arc (=) ist das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je 


nachdem der Punkt BD ausserhalb oder innerhalb des Raumes liegt. den das 
Segment S und das so eben construirte Segment P einschliessen. Für den 
*) Zu dem bei (23.) angegebenen Zweck ist 
i=or, E44 =—-en4n), n=er/N, 
zu setzen. 
**) Der durch die Substitutionen 


a 7 0r-+uV .»_-u te, 9% _Vi,_ Yn, 
Rn  EA=TEE ’ 9 ya ie 











r=cyN, r, 


+yN 
in die Darstellung Bd. LVIII, p. 161 übergeht. 
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+1 
Ausdruck arctg (3) hat man eine gleichlautende Bestimmung. wenn der 
r 


Punkt A, an die Stelle des Punktes A tritt. Auch erkennt man leicht, dass 
der Ausdruck (25.) für ©, welcher unter der Annahme, dass A ausserhall 
der zu dem Mittelpunkt M gehörenden Kugelfläche liege. abgeleitet wurde. 
ebenso wohl gilt, wenn der Punkt A innerhalb derselben liegt und der 
Punkt A, den correspondirenden Bildpunkt bedeutet, der jetzt ausserhalb der 
Kugelfläche fällt. Denn da für einen in der Kugelfläche befindlichen Punkt B 
die Proportion r:r, = g:g, gilt. so kann » auch durch die Forderung be- 
stimmt werden, dass es in S den Werth r- annehme; dann spielt der 
gr, 

Punkt A, die Rolle von A und man erhält einen Ausdruck für ®,. der mit 
dem in (25.) gegebenen identisch ist. 

Die zu dem Potential » gehörende Dichtigkeit o liefert die Gleichung (11. 


2 


m. . . ih 
— — 4; der Werth 4 entsteht aber aus der dem Potential in (13.) ent- 


r’ 
sprechenden Dichtigkeit *) fg 1-aretg (—) 23 indem das Segment S 
P an’g, \* ERRP. DE u, 


in das Segment S’ verwandelt wird. Für g* hat man den positiven Werth 
+h’c 8 4: 
ZT % , also kommt für o der positive Ausdruck 


IH 
+41 gg: I\, 
(26.) er In’g m (In-aretg(4)+ =): 








in welchem der Werth von s* wieder aus der Gleichung (23.) zu entnehmen ist. 


Bonn den 6" November 1861. 





*) S. das Resultat des Herrn W. Thomson in Liouvilles Journal Bd. XII, p. 264. 
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Untersuchungen über die Anwendung eines Abbil- 
dungsprineips auf die Theorie der Gravitation. 
(Von Herrn Lipschitz zu Bonn.) 


D:: Hülfsmitiel der sphärischen Spiegelung, das in dem vorangehen- 
den Aufsatze dazu diente, die Aufgaben der Vertheilung der Electrieität ein- 
facher zu behandeln. ist seinem Wesen nach nicht auf diejenigen Massen 
beschränkt, die über Flächen ausgebreitet sind. sondern liefert auch Beziehun- 
ven zwischen den Wirkungen von je zwei solchen Massen. die den Raum 
nach drei Dimensionen erfüllen und dem Gesetze der Schwere folgen. Bei 
der einen von diesen Massen kann die Dichtigkeit beliebig gegeben sein und 
zwar für jeden Punkt verschieden. bei der anderen wird sie aus der gegebenen 
Dichtiekeit nach einer gewissen Regel abeeleitet. Die allgemeinen Beziehun- 
sen zwischen den Wirkungen der beiden Massen werden im Folgenden auf 
den Fall Anwendung finden, dass die eine derselben einen Körper bildet, 
dessen Dichtigkeit in jedem Punkte einer Potenz der Entfernung von einem 
festen Punkte proportional ist. der ausserhalb des Körpers liegt. Beschreibt 
man um diesen festen Punkt als Centrum eine Kugellläche. und entwirft das 
zu dieser gehörende Spiegelbild der Oberfläche des gegebenen Körpers. so 
entsteht die Oberfläche des zweiten Körpers, dessen anziehende Wirkung mit 
der Wirkung von diesem verglichen werden soll; die Dichtigkeit ist aber 
derjenigen Potenz der Entfernung jedes Punktes von dem festen Punkte pro- 
portional zu nehmen, deren Exponent, zu dem Exponenten, welcher bei dem 
ersten Körper gewählt worden. addirt. den negaliven Werth der Zahl Fünf 
hervorbrinpt. 

Bekanntlich ist es immer möglich. wenn man den ersten der be- 
zeichnelen Körper mit einer beliebigen geschlossenen Fläche umgiebt, die 
Wirkung desselben für Punkte des äusseren Raumes durch eine Massenver- 
!heilune auf der Fläche selbst hervorzubrineen. Während aber alle den 
ersten Körper umschliessenden Oberllächen diese Eigenschaft besitzen. so sind 
es. falls dies überhaup! angeht, nur gewisse im Innern des Körpers befind- 
liche Flächen. die man so mit Masse belegen kann. dass deren Wirkung in 


Bezug auf die Punkte ausserhalb des Körpers die Wirkung des Körpers vertritt. 





ae, 
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Wenn es endlich möglich ist. im Innern des Körpers eine nichtgeschlossene 
Fläche anzuzeben. welche dieses leistet. so lässt sich beweisen. dass sie die 
einzive von dieser Beschaffenheit ist. Es zeiet sich nun. dass immer. wenn 
die Wirkung des ersten Körpers in dem bezeichneten Umfange durch die 
Wirkung einer Massenschicht ersetzt worden ist. die auf einer bestimmten 
Fläche ausgebreitet ist. die Aufgabe für den zweiten Körper leicht gelöst wird. 
nur muss eine den ersten Körper umgebende Fläche nicht zugleich den oben 
erwähnten festen Punkt einschliessen. Entwirft man das zu der beschriebene: 
Kugellläche gehörende Spiegelbild der Fläche, die bei dem ersten Körper mil 
Masse belegt werden soll. so hat man gerade die Fläche, die zu dem gleichen 
Zweck bei dem zweiten Körper mit Masse zu belegen ist. und erhält mittels! 
eines einfachen Gesetzes die Dichtigkeit der zweiten aus der Dichtiekeit der 
ersten Massenvertheilung. 

Wenn der erste Körper von einem Ellipsoid begrenzt und von gleich- 
förmieer Dichtigekeit ist. so schliesst man leicht aus den bekannten Ausdrücken. 
die seine Wirkung darstellen. dass dieselbe in der erwähnten Weise dureh 
die Wirkung einer Masse repräsentirt werden kann. die auf einer gewissen 
von einer Ellipse begrenzten ebenen Fläche vertheilt ist. Ich habe nun die 
Begrenzung des Körpers festgehalten. die Dichliekeit der Masse den ver- 
schiedenen negativen Potenzen der Entfernung von dem festen Punkte pro- 
porlional angenommen. und die Frage zu entscheiden gesucht, bei welchen 
Werthen des Exponenten n»ichtgeschlossene Flächen von der erwähnten Be- 
schaffenheit existiren. und bei welchen nicht. Die angewendelte Melhode er- 
laubte. für die sämmtlichen ungeraden E.rponenten, deren Zahlenwerth die 
Einheit übertrifft. die Frage bejahend zu beantworten und die betreffenden 
Flächen mit den dazugehörigen Belegungen auflzufinden: bei den übrigen 
Werthen des Exponenten lieferte dieselbe kein befriedigendes Resultat. doch 
stehe ich nicht an meine Ansicht dahin auszuprechen. dass dieser Unterschied 
kein zufällie durch die Methode hervorgerufener. sondern ein in der Natur 
der Sache begründeter ist. Bei den wngeraden Werthen des Exponenten er- 
gaben sich ferner die Thatsachen. dass die sämmtlichen in Rede stehenden 
nichtgeschlossenen Flächen in eine einzige zusammenfallen, und dass die Dich- 


tigkeit für sämmtliche Massenschichten durch einen rein algebraischen Ausdruck 


dargestellt werden kann. 
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$. 1. 

Die Untersuchungen. welche jetzt mitgetheilt werden sollen, haben das 
Bedürfniss hervorgerufen. die Poientiale von Massen zu betrachten, welche 
sich nach einigen oder nach allen Richtungen in den unendlichen Raum er- 
strecken, und deren Dichtigkeit in einzelnen Punkten unendlich gross werden 
darf. Die Bedingungen, welche bei einer solchen Masse erfüllt sein müssen, 
damit der Begriff des Potentials ein fest bestimmter bleibe, lassen sich leicht 
erkennen. Erstens muss es möglich sein. von der Masse einen endlichen 
Raum H auszuscheiden, ausserhalb dessen die Dichtigkeit kleiner ist als ein 
beliebig klein, aber endlich gewählter Werth. Wenn man ferner um einen 
beliebigen Punkt B des Raumes H als Mittelpunkt eine Kugel beschreibt. 
welche diesen Raum einschliesst. und das Potential aller innerhalb der Kugel 
befindlichen Massen in Bezug auf den Punkt BD bildet, so muss der Werth 
desselben sich einer festen Grenze nähern. sobald man den Kugelradius in's 
Unendliche wachsen lässt, und diese Grenze ist eben nichts Anderes als das 
Potential W der ganzen Masse in Bezug auf den Punkt B. Beiläufig bemerke 
ich. dass, wenn die gegebene Masse den unendlichen Raum nach allen Rich- 
tungen erfüllt, die Dichligkeit auf einem vom Punkte D aus gezogenen Radius 
vector schneller abnehmen muss, als das umgekehrte Quadrat der Entfernung 
des betreffenden Punktes vom Punkte BD, wie leicht bewiesen werden kann. 
Endlich darf die Dichtigkeit der Masse in einzelnen Punkten nur so unendlich 
werden. dass das Potential ® für jeden Punkt, der in endlicher Entfernung 
von solchen Punkten liegt. einen endlichen Werth behält. Auf Massen von 
dieser Beschaffenheit kann man das von Dirichlet in dem Aufsatze „Sur un 
moyen general etc.“ Bd. AAXAI, pag. SO dieses Journals aufgestellte Theorem 
ausdehnen. Es seien r, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes B, 
der Anfangspunkt derselben befinde sich im Raume 4, dann besitzt das Po- 
tential 3 folgende Eigenschaften: 

I) Das Potential ® und seine ersten Differentialquotienten sind in dem 
ganzen Raume mit Ausnahme von einzelnen Punkten (in welchen die Dichtigkeit 


_ 
u 


unendlich gross wird) endliche und stetige Functionen der Coordinaten x, y, 2. 





’ o(sB) . lu 
2) Der Ausdruck ae in welchem s die Entfernung des Punktes B 
vom Coordinatenanfange bedeutet. nähert sich mit wachsendem s der Null. 
er 
oB 


3) Für jeden einzelnen Punkt, in dem eine der Functionen B, 32: 


OB 08 . . 
——, —— eine Unstetigkeit zeigt, und dessen Entfernung vom Punkte B mit o 


ee’ 
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; „OB j 
bezeichnet werden soll. hat der Ausdruck 0° 2 bei abnehmendem © die 


’ 


Null zur Grenze. 
4) Bei 3 kommt keine Unstetigkeit vor, die durch Abänderung des 


Werthes in einzelnen Punkten entfernt werden kann. 
I2y2 J2y2 229 


2 r u 2 2 i 0% DL ’ 
5) Die zweiten Differentialquotienten — -. — -. —— haben mit 


BL dy O2 
Ausnahme der erwähnten einzelnen Punkte und mit Ausnahme von eewissen 
Flächen (in denen sich die Dichtigkeit sprungweise ändert) überall endliche 
und eindeutige Werlhe, und genügen 

6) der Dillferentialgleichung 

oe B BB, 93 
a tr = —Anm, 
in der v die dem Punkte B entsprechende Dichtigkeit bedeutet. 

Mittelst des Greenschen Satzes kann nun der Nachweis veführt werden. 
den ich der Kürze halber übergehe, dass, wenn eine Function ®B die in den 
fünf ersten Nummern ausgedrückten Eigenschaften besitzt. dieselbe mit dem 
Potential von derjenigen Massenvertheilung identisch ist, deren Dichtiekeit » 
durch die Gleichung (6.) gefunden wird *); und es ist evident, dass diese 
Massenvertheilunge alsdann eine solche ist. deren Potential nach dem oben 
aufgestellten Gesichtspunkte einen festen Begriff hat. 

Diese Erweiterung des erwähnten Dirichletschen Theorems werde ich 
anwenden. um aus dem Prineip der sphärischen Spiegelung eine allgemeine 
Relation zwischen den Potentialen von zwei Massenvertheilungen abzuleiten. 
Die Dichtigkeit der ersten möge, wie vorhin. im Punkte B mit v, ihr Po- 
tenlial mit ® bezeichnet werden, und dieselbe habe die angegebene Be- 
schaffenheit. Man nehme nun einen beliebigen Punkt A an, beschreibe um 
diesen mit dem willkürlichen Radius % eine Kugelfläche, und denke sich dieser 
gemäss den ganzen Raum abgebildet. so dass der Punkt 5’ das Spiegelbild 
des Punktes D bezeichnet, und dass, wenn man, wie in der vorangehenden 
Abhandlung, die rechtwinkligen Coordinaten der Punkte D, A, b’ resp. mit 
2, Yy, 25%, 9.3; ©, y, 3 bezeichnet, auch die Gleichungen (10.), gültig 
bleiben **). Für die Abbildung des Raumes construire man eine zweite 





*) Vergl. Riemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funectionen einer 
veränderlichen complexen Grösse. Art. 10. 
*#\ Die Nummern der genannten Abhandlung sollen durch Hinzufügung dieses 
Zeichens ( ), unterschieden werden. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 1. 4 
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Massenvertheilung, bei der die Dichtigkeit « im Punkte B’ aus der gegebenen 
Dichtigkeit » im Punkte B durch folgende Gleichung bestimmt wird: 

’ k' 

I). = EV; 
hier bedeutet r’ wie früher den Werth der Linie AB’. Man bilde nun eine 
Function U, indem man in der Gleichung 


2) U=-48 





statt x, y, z die folgenden Werthe einsetzt, die sich durch Auflösung der 


Gleichungen (10.), ergeben: 
‚kK(&—r) 
\ su IT r'? y) 


KW'—» 
Tr 'E 








3.) # nu „1? : 
h’(2' —3) 
; TTS 


so ist U das Potential der zweiten Massenvertheilung von der Dichtigkeit zw, 
bezoeen auf den Punkt BP’. 
Um diese Behauptung zu rechtferligen, soll gezeigt werden, dass der 


re . e i 2 
Ausdruck — 3, als Function der Grössen x’, y', 3’ betrachtet, die characteristi- 
r x ; 


schen Eigenschaften des Potentials einer Massenverlheilung besitzt, deren Dich- 
tiekeit « durch die Gleichung (1.) bestimmt ist; bei der Aufzählung der- 
selben wird die obige Reihenfolge beibehalten werden. 


x 1 { * * * . . 
I) Der Ausdruck —-B und seine ersten Differentialquotienten nach 


x, y', = sind offenbar endliche und stetige Functionen von «, y', z' für den 
sanzen Raum mit Ausnahme der sphärischen Spiegelbilder von denjenigen 
Punkten PB, in denen das Potential W unstetig wird, und mit Ausnahme des 


Punktes A, in welchem vermöge der Gleichung r' = 0 eine Unstetigkeit vor- 


kommen kann. 
2) Wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Punkt A 
O(s®) OB 


legt. so ist s durch r zu ersetzen. und der Ausdruck — — durch Er 





derselbe hat aber bei wachsendem r’ die Null zur Grenze. Denn wenn wie 
früher die Linie AB mit r bezeichnet wird, so folgt aus der Gleichung 
IB oB or OB —p” 


i ’ 
or ü . . “ 
ist. und die Grösse 





rr = k, das — = — MET En. = 
a ee k? or! or or or k’ 








W 
| 
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„oB IP 

» © .. . . ö } ot , . 

"ar nähert sich mit abnehmendem r der Null. weil im Allgemeinen ein 
) OP \ 

endlicher Werth ist, und weil das Potential ® die Eigenschaft 3) besitzt. 

falls A ein Unstetigkeitspunkt ist. 

3) Bei den Spiegelbildern der Unstetigkeitspunkte von ® ist die Be- 
en 
(4) 

ö 
oO 
dem Punkte A dagegen hat man o durch r’ zu ersetzen und finde! 


ö ee. 8) | 
gr o(r® 


lim. r"” — _, — — Jim. —s () 


erfüllt. weil sie es für die Punkte selbst ist. Bei 





dingung lim. 0° 


für "=0 oder r=»x, wegen der Eigenschaft 2) des Potentials ®. 


. . » N} . | 2) 
4) Diese Eigenschaft der Function —.® folgt aus der entsprechenden 
7 
Eigenschaft der Function 3. 
5) Das Gleiche gilt von dieser Nummer. 


e 1 \ 
‚2 ‘) 
s ( r! B) 


6) Den Werth der Summe F-—— — liefert aber die Gleichung (9. , 
OL 
ser) BE oU 
ox er 


indem man x, %, 3 resp. mit #, Yy, 3 verlausch! (was immer gestaltet ist). 


h ce. u 
für qg demgemäss den Werth , selzt, und statt U die Funetion U schreibt: 


es kommt nämlich alsdann: 


k 
2 x 
(> GE: 
oc” > 


> ie 
r' OX 
. 089 
und, weil 3 Zn av ist, 
En 
(43) 
in. k'v 
2 — = —An— = —Anu, 
Or pr 


wenn man die Gleichung (1.) benutzt. 
. . . . 1 . e . . . 
Also ist die Function — 3 in der That mit dem Potentiale Il der zwei- 
2 
ten Massenvertheilung von der Dichtigkeit « identisch. Die Gleichung 
k* 





zeigt übrigens, dass die Dichtigkeit « im Punkte A gleich Null ist, wenn die 
4 * 
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erste Massenvertheilung nur einen endlichen Raum einnimmt, und sie zeigt 
zweitens, dass die Dichtigkeit « für unendlich entfernte Punkte B’ gleich 
Null ist oder unendlich klein wird, je nachdem die Dichtigkeit v für r = 0, 
d. h. für den Punkt A, gleich Null oder von Null verschieden ist. 

Ich mache jetzt die specielle Annahme, dass die erste Massenvertheilung 
auf einen endlichen Raum beschränkt sei und bezeichne die Grenzfläche des- 


Dichtigkeit » für r—=0, d. h. für r= » den Werth Null hat, oder wenn die 





selben mit S; ferner sei die Dichtigkeit » innerhalb desselben gleich der 


(—p)"" Potenz der Entfernung r zwischen den Punkten B und A. Da also in den 


Räumen innerhalb oder ausserhalb S der Werth von v beziehungsweise gleich 
1 [3 Y [2 [2 » « * “ * [3 [3 
- oder gleich Null ist, so wird zufolge der Gleichung (1.) die Dichtigkeit z. 


der zweiten Massenvertheilung in den correspondirenden Räumen den Werth 
r”" oder Null annehmen, wenn man den Kugelradius % gleich der Einheit 
setzt. Hierbei ist es wesentlich, dass der Punkt A stets ausserhalb des durch 
die Fläche S begrenzten Raumes und auch nicht in der Fläche 8 selbst an- 
genommen wird; denn nur so bleibt die Dichtigkeit » überall endlich. und 
der Exponent p darf keiner Beschränkung unterworfen werden. Wenn das 
sphärische Spiegelbild *) der Fläche S mit S’ bezeichnet wird, so entspricht 
dem Raume innerhalb S der Raum innerhalb S’, und dem Raume ausserhalb 
S der Raum ausserhalb S’. Mithin ist die Dichtiegkeit « in dem durch die 
Fläche S’ begrenzten Körper gleich der (p—5)"" Potenz der Entfernung r’ 
des Punktes 3’ vom Punkte A, und befolgt ein Gesetz, das von dem Gesetze 
der Diehtigkeit « in dem ersten Körper nur durch den Potenzexponenten 
unterschieden ist. Wenn man nun das betreffende Potential ® des ersten 
Körpers mit ®_,, das betreffende U des zweiten Körpers mit U,_, bezeichnet. 
so geht die Gleichung (2.) in die folgende über: 
/ 1 
(4.) U,_; ZZ —ı d-- 

Ein Satz von Ganuss lehrt **), dass man statt einer beliebigen gegebenen 
Massenvertheilung, welche auf den inneren Raum einer geschlossenen Fläche # 
beschränkt ist, immer eine Massenvertheilung auf der Fläche selbst substituiren 


*) Da im Folgenden ausschliesslich solche sphärische Spiegelungen vorkommen, 
bei denen A das Kugelcentrum und der Radius die Einheit ıst, so wird dies nicht 
mehr besonders erwähnt werden. 

**) Allgemeine Lehrsätze ete., art. ö 
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kann mit dem Erfolge, dass das Potential der Wirkung der letzteren in Bezug 
auf alle Punkte des äusseren Raumes dem Potential der Wirkung der ersteren 
gleich wird; und zwar giebt es nur eine solche Massenvertheilung auf der 
Fläche #. Wenn man daher in unserem Falle die Oberfläche S des ersten 
Körpers durch eine beliebige Fläche 7“) einschliesst, so lässt sich für diese 
eine bestimmte Massenschicht »‘“ angeben, deren Potential B“) in Bezug auf 
die Punkte B des äusseren Raumes gleich dem Werthe des Potentials ® 
ist. Unter gewissen Umständen kann man aber den ausserhalb der Ober- 
fläche S herrschenden Werth von ®_,, der daselbst die Gleichung 

02, 


us 
OL 


RB. , Bu _ 0 


c ’y _ 02" 





(5.) + 


befriedigt. in das Innere der Fläche S bis zu einer bestimmten geschlossenen 
Fläche #% so fortsetzen, dass die Function der Gleichung (5.) genügt. und 
dass weder in dieser noch in ihren ersten Differentialquotienten nach x, y. 3 
an irgend einer Stelle eine Unstetigkeit oder Mehrdeuligkeit vorkommt. Dann 
folgt aus den von Gauss aufgestellten Prineipien mit Leichtigkeit. dass für 
diese Fläche 7% ebenfalls eine bestinmmte Massenbelesung »® existirt. deren 
Potential BN, für die Punkte des ausserhalb S lieeenden Raumes mit dem 
Potential B_, zusammenfällt und für die Punkte des zwischen den Flächen 4 
und S liegenden Raumes mit der erwähnten Fortsetzung von ®_, idenlisch 
ist. Die Form der Fläche #% ist der Natur der Sache nach an gewisse 


Beschränkungen gebunden, sonst aber einer unendlichen Mannigfaltigkeit fähig. 


ftı) 


Es giebt jedoch eine Bedingung. der hier immer nur eine Fläche genügen 
kann, wenn dies überhaupt möglich ist. Es ist die Bedingung, dass 7 eine 
nicht geschlossene Fläche sei, d. h. die Fortsetzung des ausserhalb S gelten- 
den Werthes von ®_, muss sich in der Weise bis zu der Fläche 7 führen 


pP 
venge- 


lassen, dass, wenn man sich demselben Punkte der Fläche von entgeg 


setzten Seiten nähert, die Function in den gleichen Werth übergeht, die nach 
(2 


ld) ‚9 ) 
y .. . » . . ( ) ( I 1) \ 
der Flächennormale genommenen Differentialquotienten ( und (- 5) 
or or 


F 
aber verschiedene Werthe annehmen. deren Differenz vermöge der Gleichung 


Ami) nal?) 
s J i 
(6.) Fr WER bein ne . — — Any! 
OF /4 \ 08 /- 





den Ausdruck der Dichtigkeit »" liefert. Dass, wenn eine nicht geschlossene 
Fläche 7% gefunden ist, ausser dieser keine zweite exisliren kann, beweis! 
man dadurch. dass man zeigt, wie die Fortsetzung der Function ®_, von 
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den angeführten Eigenschaften eine völlig bestimmte ist*). Die Existenz 
einer nicht geschlossenen Fläche 7 vorausgesetzt, will ich dieselbe mit 
&_,, die Massenschicht v'’ mit v, das Potential derselben B“), mil B_ be- 
zeichnen. 

Wenn nun den drei unterschiedenen Fällen gemäss aus den Potentialen 
neue Functionen gebildet werden. indem man für x, y, 2 


ur) Mi) m 
J » 2, DL P 


ihre Werthe aus den Gleichungen (3.) einsetzt. 


J + 9’ 


1 | — 
N >, (a) ee PU) Bun N 
(4 5 ) U, a Pr J m 5 —— ge] al) p» U,. 87.755; RB p> 


so haben dieselben nach den Betrachtungen von $. 1 der ersten Abhandlune 
foleende Bedeutung: Es seien 79, wo, P,_; resp. die sphärischen 
Spiegelbilder der Flächen Po, &,, so sind UP, UP,, U, die 
Potentiale von Massenschichten, die über diese Flächen ausgebreitet sind, in 


pi ) 


- 


Bezug auf den Punkt PB’, deren Dichtigkeiten «“’, u”, u diese Werthe er- 


halten : 


Be ut) = — y\"). u = — v’). U = ——- V 
oO.) | 73 | y}3 3’- 


? 


Auf der anderen Seite ist U}, für die Punkte 5’, welche ausserhalb der 
Fläche 7’ liegen **). um, und u, ;s für die Punkte B’, welche ausserhalb 
der Fläche 5’ liegen, mit dem Potential U,_, identisch, d. h. die Wirkung der 
Massenschichten u”, u”, u ersetzt in dem angegebenen Umfange die Wir- 
kung des von der Fläche S’ begrenzten Körpers mit der Dichtigkeit « —r"” 


Da im Folgenden hauptsächlich die Fälle in Betracht kommen, in denen 


- 
[6] 


die Flächen $_, vorhanden sind, so fasse ich alles auf diese Bezügliche noch 
einmal in den folgenden Salz zusammen: 


I. Wenn es möglich ist, die Wirkung des von der Fläche S begrenzten 
r 2} . . * 1 D .. . * 
Körpers mit der Dichtigkeit v—=—, für die Punkte B, die ausserhalb S liegen, 


durch die Wirkung der Belegung v einer innerhalb S befindlichen, nicht ge- 
schlossenen Fläche P_, zu ersetzen, so wird die Wirkung des von der Fläche 
S’ begrenzten Körpers mit der Dichtigkeit u=r"" für die Punkte B', die 


ausserhalb S’ liegen, durch die Wirkung einer Belegung u des sphärischen 





*) Riemann, dieselbe Abh. art. 11. 
**) Denn es wird angenonmen, dass der Punkt A ausserhalb der Fläche W) 


bleibe. 
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Spiegelbildes P,_, von P_, ersetzt, indem man den Werth der Dichtigkeit 


7 = annimmt, und in dem Ausdruck v statt der Coordinaten x, y, 3 ihre 
Werthe aus den Gleichungen (3.) substituirt. 

Unter einer bestimmten Voraussetzung treten die so eben entwickelten 
Resultate in nahen Zusammenhang mit den Problemen der electrischen Ver- 
theilung. Es sei S die Oberfläche eines electrischen Leiters, A ein erregender 
Massenpunkt, « das in der Fläche S’ constante Potential, wie in der voran- 
gehenden Abhandlung, so wird das Potential © des durch den Punkt A in- 
dueirten Leiters S mittelst der Gleichung (12.), 


| 
v= —u 
Pr 


gefunden. Wenn nun für den ausserhalb der Fläche 5’ geltenden Werth des 
Potentials « eine Fortsetzung von der oben angegebenen Beschaflenheit bis zu 
der nicht geschlossenen Fläche &, geführt werden kann. so beweist man durch 
Schlüsse, die den oben angewendeten durchaus analog sind, dass eine Bele- 
oung 4 der Fläche &, in Bezug auf die Punkte B', die ausserhalb S’ liegen. 
das Potential « hervorbringen, und dass eine Belegung o — n der Fläche 
P_, in Bezug auf die Punkte BD, die ausserhalb S liegen, das Potential » er- 
zeugen kann. 

Vertauscht man jetzt die Flächen S und S’, und bezeichnet das in der 
Fläche S constante Potential mit V, das Potential der durch den Punkt A in- 


dueirten Leiterfläche S’ mit U, so dass 
(9.) U= —YV 


ist. so liefert die Vereinigung der eben gemachten Bemerkung mit einem 
[rüher ausgesprochenen Resultate den folgenden Satz: 

Il. Wenn das in der Fläche S constante Potential V und das Potential 
des homogenen von der Fläche S begrenzten Körpers, B,., in Dezug auf 
Punkte B des ausserhalb S liegenden Raumes durch Belegungen derselben 
nicht geschlossenen Fläche P, hervorgebracht werden können, so lassen sich 


das Potential U des durch den Punkt A erregten Leiters S’ und das Potential 
1 


U_, des von der Fläche S’ begrenzten Körpers mit der Dichtigkeit u —, 
. 

für die Punkte B’ des ausserhalb S’ liegenden Raumes durch Belegungen derselben 

Fläche $_, hervorbringen, die das sphärische Spiegelbild der Fläche $, ist. 
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$. 2. | 

Bei den folgenden Untersuchungen wird vorausgesetzt, dass die Fläche S 
ein ungleichaxiges Ellipsoid ist, und dass der Exponent p bei den Potentialen 
3, einen positiven Werth oder die Null bedeutet. Meine Absicht ist aber 
nicht auf die Darstellung dieser Potentiale in der möglichst einfachen Form, 
sondern auf die Beantwortung der Fragen nach der Existenz der Flächen $_,, 
nach ihrer Beschaffenheit und der mit v bezeichneten Belegung gerichtet. 

Es seien 2«, 27, 2y die Längen der Hauplaxen des Ellipsoids S, der 
Anfangspunkt der Coordinaten x, y, 2 falle in den Mittelpunkt desselben, die 
Richtung der drei Coordinalenaxen in die Richtung der drei Hauptaxen. Dann 
ist die Gleichung des Ellipsoids, bezogen auf den Punkt B, die folgende: 


10.) tet = 0; 

in Betreif der relativen Grösse von «, /, y wird angenommen, dass « > >y 
sei. Die Gleichung des sphärischen Spiegelbildes S’ von S wird erhalten, 
indem man in (10.) für x, y, s die Werthe aus (3.) substituirt, und gilt dann 


für den Punkt BD’. Durch Wegschaflung des Nenners r'"* entsteht so die 


Gleichung *) 
+#—) „ir! W  , Gr 14 
11.) 47 + 4 rt! =, 
& je) 7 
welche in Bezug auf x, y', 3’ vom vierten Grade ist und nur dann auf den 


dritten Grad herabsinkt. wenn 


> 


BESTE ERW: SEHR WERE 
a Fr y’ i 


ist. d.h. wenn der Punkt A in die Oberfläche des Ellipsoids S fällt; diese 
Annahme ist aber schon früher ausgeschlossen worden. Eine Zerlegung der 
linken Seite in zwei Factoren kann nur Statt finden, wenn e=f=y und 
das Ellipsoid S eine Kugel wird; der eine Factor giebt dann den isolirten 
Punkt A, der andere die Kugellläche 5’ 

Bei dem Potential W_, ist es angemessen, den Fall. in welchem p = O 


ist. gesondert von allen übrigen zu behandeln, und zwar soll dies zuerst ge- 








schehen. I, ist das Potential des homogenen Ellipsoids S in Bezug auf den 
Punkt B, und hat den bekannten Werth 
= ot x” y’ 2" 
ws) een I u >), 
(Im) ) S (14 (+ 4 ar a’ +1 Ft tz) 
| Ta "g TE 


*) Ausser der Fläche $’ stellt diese Gleichnng immer noch den isolirten Punkt A dar. 





ee 2. WAR 





Er Te 
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wo als untere Grenze des Integrals die Null oder diejenige Wurzel 7, der 
Gleichung 
u 


zu setzen ist, für welche 7 +77 -0 ist. je nachdem der Punkt B innerhalb 
oder ausserhalb S liegt. Man überzeugt sich nun leicht. dass eine Fortsetzung 
des im Raume ausserhalb S herrschenden Werthes von 3, erhalten wird. 
wenn man für Punkte des Innern statt der Null ebenfalls diejenige Wurzel 
der Gleichung (13.) als untere Grenze des Integrals anwendet. welche der 
angegebenen Bedingung genügt und dadurch unzweifelhaft bestimmt ist. Für 
die Punkte der zy-Ebene. die der Ungleichheit 


x” y 
a 


5 r < 0 

@ — Y All Y 
genügen, nimmt diese Wurzel ihren kleinsten Werth —y' an. die Function 
bleibt stetig. der nach Oz genommene Differentialquotient hat aber zu beiden 
Seiten der ry-Ebene verschiedene Werthe. und es erhellt. dass das durch 
die Ellipse 


x’ y” 
14. _————- R -——1 0. 
& Y fo] Y 


begrenzte Stück der xy-Ebene die Fläche &,. das bezeichnete Integral 
die Funetion 3, ist: denn die im vorigen $. gestellten Anforderungen sind 
vollständig erfüllt. Für die Dichtigkeit » der Massenschicht. welche der 


Fläche #, beizulegen ist. findet sich darauf der Werth 
(15.) vr 7 Bd — (A — a „_ ): 
BEN RNIT IT RT 
und es bleibl nur übrig. das sphärische Spiegelbild &_, der Fläche &, zu 
construiren. Das sphärische Spiegelbild der Ebene z - 0. von der &, ein 
Theil ist. wird eine durch den Punkt A gehende Kugelfläche, deren Gleichung 
in Bezug auf B’ diese ist: 
as +2—-, = 0, 
und die Begrenzung liefert die Kegelfläche. deren Spitze im Punkte A liegt, und 


die durch den Rand von &, hindurchgeht. Ihre Gleichung ist die folgende: 





ch .. MRS „und PER DR | 
) PP} ; 


und hat in Bezug auf den Punkt B’ dieselbe Form. Somit sind die Voraus- 
setzungen des Satzes I. bei p=0 erfüllt und derselbe tritt in Wirksamkeit. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 1. h) 
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Dass aber auch die Voraussetzungen des Satzes Il. hier zulreffen,. ergieb! 
sich wie folgt. Das Potential V, welches in dem Ellipsoid S den constanten 
Werth der Einheit hat. lässt sich bekanntlich durch das Integral 











a . I fe Er 
46) 1-2 f u — 
I 


ji 
darstellen. dessen unlere Grenze wie in W, zu bilden ist und bei dem 














a DR es rat ra 5 


ist. Eine Fortsetzung V des ausserhalb S geltenden Werthes von F von 


ol 


der oben angegebenen Beschaffenheit entsteht dadurch, dass man V gleich 
einem Integrale von derselben Form setzt und die untere Grenze ebenso wie 
in ®, bestimmt. Mithin erstreckt sich diese Fortsetzung bis zu der Fläche &,. 
und das sollte gezeigt werden. Die Dichtigkeit P der Belegung von &,. deren 
Potential mit V identisch ist. hat alsdann den Werth 


- a3 | 


IT.) P Sn ee eisen 
| ah (e’ PR — 9): [9 


—- : } 
er Fer 
Noch ist daran zu erinnern, dass, wenn «= /P=y und das Ellipsoid S eine 
Kugel wird, die Fläche S’ ebenfalls in eine Kugel übergeht; die Fläche &, 
zieht sich dann in den Mittelpunkt der Kugel S und die Fläche $_, in das 
sphärische Spiegelbild dieses Punktes zusammen, und die Functionen ®, und 
F haben die Werthe 

Ana’ l 


ur Tr 104 
23 = - ————— V —- 
n 3 Gyr)? 


Ga E 
l 


Fz 9, ist, und wegen der Gleichung (9.) die Function U, 








Da nun U_, 


welche ausserhalb S’ gleich U und innerhalb S’ gleich der Fortsetzung von 


r ” . 1 r . . FR . . a Tr . 
U ist, gleich —- V sein muss, so gilt für die Functionen U, und U die 
Proportion 

— 7 Ana: 


3 





$. 3. 
Um die Eigenschaften des Potentials ®_, zu erforschen, bei dem p 
einen von der Null verschiedenen Werth hat, werde ich mich eines Ver- 
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fahrens bedienen, dem das von Dirichlet herrührende Prineip des discontinuir- 
lichen Factors *) zu Grunde liegt. Es seien a=x, b=y, e=xz die Coor- 
dinaten eines Punktes im Raume. es sei [ die Entfernung der Punkte (a,b. e) 
und (x. 9, 3), & sowie », eine veränderliche positive Grösse und » gleich dem 


Pe 
+-„.8o soll der Ausdruck 


. 
{ AN 
(18) —_ (arete(*)-arcie(”,)) (? je 


die Dichtigkeit einer durch den ganzen Raum verbreiteten Massenvertheilung 


a f 
Aggregat 17 


im Punkte (a,b, ce) darstellen. Diese Dichtigkeit wird an keiner Stelle des 
Raumes unendlich gross. nimmt auf einem vom Coordinatenanfange aus ge- 
zogenen Radius vector schneller ab, als das Quadrat der Entfernung von dem 
Coordinatenanfange, sobald p die Null übertrifft. und geht für <&=0 und 7— 0 


in die Null oder den Werth — über. je nachdem der Punkt (a, b, e) ausser- 
Fr 


halb oder innerhalb des Ellipsoids S liegt. 


Wenn man daher den Ausdruck (18.) mit der reciproken Entfernung 
1 / y ; « « « 
r der Punkte (a,b,c) und (r,%.z) und dem Element der Masse daoböc 
multiplieirt. und die Integration über den ganzen Raum ausdehnt. so entsteht 


das Potential 


; | Eh n—-1 n —1 I oacboc 
19.) WR Ä JJJ (areie — — arctg } ee Be, 
N. \ m en Un)» I 


welches bei &=0 und 7=0 den Werth des Potentials ®_, zur Grenze hat. 
Obwohl hier p nur grösser als Null sein muss. so will ich doch so- 
soleich annehmen. dass es erösser als die Zwei sei. da bei den kleineren 
Werthen in der Integration eine Modificalion nöthig ist und eleichzeitig kein 
bemerkenswerthes Resultat gefunden wird. 
Die zu integrirende Function in (19.) kann man in drei Factoren zerlegen. 


und jeden derselben durch ein bestimmtes Integral ausdrücken: es ist nämlich 


, n—1 n—1 er ih, 
20.) arg — — — arg —— = ji em — —— 0@, 
ä ; n » 





en E m 
F \2 7. . 
21.) . — = _— BL / en . y oWw, 
/ I I(4) J 
/ \ 1 € —— i )3P - > ' r ‘ 
22. | sn ( .. u e\ e-+- 1) ’+n)w* up" ow', 


+n)% I(4p) + 


*) Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrale. Abh. d. Berl. 
Ac. fi 3. 1839. 


m% 
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wo von der rechten Seite in (20.) nur der reelle Theil zu nehmen. und wie 


gewöhnlich Y—1 = if e“uw "0u=1'(q) gesetzt ist. Dadurch geht W 


ein sechsfaches Integral über, bei dem die Ordnung der Integrationen ver- 
tauscht werden darf, um dann die nach da, Ob, Öc zu nehmenden auszuführen. 
Die Function unter dem Integralzeichen zerfällt in vier Factoren, von denen 
die drei ersten respective nur eine der Grössen a, b, c enthalten, der vierte 
aber keine derselben enthält. Der erste Factor liefert vermittelst einer be- 
kannten Eulerschen Formel die Integration 

(X) ww + - wyp+ I wo 

Y 


a 
[#4 « 


| u Zu 1 “ 











(—8+?) 





e oa = 
. er 





und da der zweite und dritte Factor aus dem ersten durch EEE von 
x in y, 3, vonxiny. j, vonain b, ce entstehen, so erhält man die Resultate 
der betreflenden Integrationen durch die correspondirenden Permutationen aus 


dem Vorliegenden. Wenn man 


r? 


(2) yw + ww + vg 








(24.) En - — & 
Lt 
v+yYw-+ Pr 
und j 
° \ ' 7 i ; 7 N op 
28) (rer b)eier len) - 
setzt. so nimmt das Product der erwähnten drei Ausdrücke die Form 
a; al (ı)el-et+td! 
(26.) a 2 al ; 
(E22)? P? ; 


n, da /'(4)=yr ist, und die Vereinigung mit dem vierten Factor giebt für 


Mr die Gleichung 
, , iv )3P Ee+(I-+nWw') (eis nn eig) o 27 
27.) W- rum/ yf® u u u u 171720077 


von deren rechter Seite nur der reelle Theil zu nehmen ist. 
Ich betrachte nun zunächst die Variable y als constant und führe statt 
y und w’ die neuen Variabeln £ und ?' ein, welche mit derselben durch die 





Gleichungen 


vol, vgl 





ae 
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zusammenhängen und daher ebenfalls innerhalb der Grenzen 0 und ® zu 
nehmen sind. Dadurch kommt 


öy=yöt, Oy=yöt 





und indem 
x’ r’ 
ze + —t + —t 
a @ 
(28.) »: — u. EURER ie gi 
ee] 
I a’ 





1 
+) 


(29.) (1 ++ Rs ++ n 


gesetzt wird, 


(e-)iP 1 ° el-EetH Tr nt)p (eiv ei ip) RR ni ea 
(30.) E TAp) SS J Pi —— rg OO 


Hier lässt sich die Integration nach © mittelst der Ewlerschen Formel be- 
werkstelligen, welche in (21.) und (22.) angewandt ist; denn man hat, da 
p>?2 ist, 

A 00 li Tıut s Be I(Ap- u 

31. / e' EHMU T4nt)ptip ‚tr ? dc ni . 2. 19 A ’ 

( ) p p ((E- t)(T- Ye) Fi)tr- 1 


0 








und daher, indem /'(4p) = (4Jp—-1)7'4p—1). 
32) ®= 


m [ Lg I Yarar 
Gp—D Pr GES ED, 


welche Gleichung in demselben Sinne wie (27.) zu verstehen ist. 








Bei der Betrachtung dieses Doppelintegrales ist es zweckmässig die- 
jenigen Elemente abzusondern, bei denen der Unterschied zwischen dem 
Werthe des Ausdrucks T-+-„t!' und der Einheit kleiner ist als eine gewisse 
positive kleine Grösse A, und die übrigen Elemente in zwei solche Gruppen 
zu theilen, dass für die eine T+nt!' —1-+%h, für die andere T-+nt! — I—h 
ist. Dann kann man die Frage uhren und beantworten, wieviel jede 
einzelne dieser beiden Gruppen bei abnehmendem « zum Werthe des In- 


tegrals W beiträgt. 
Da der Ausdruck T+nf' innerhalb der Integrationsgrenzen stets positiv 
ist, so hat man in allen Fällen T+n!'+1>0, folglich 


(e — ;)iP-1 1 


(33) Mm HT nneT — me 
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. 


und ebenso. wenn T+n! — 1I-+h ist, 


Ar 0 Qt 4 Bot ce 
34.) lim. GI Lyra = Im De 





dagegen kommt, wenn T+nt! Z1-—h ist, 


>, ) lim (e—i)1 ag e Gr) 
a: (Ei) (TH mt) Hiyent 7 GT nt yie- 


Diese Grössen sind in dem Integral mit reellen Factoren und dem Divisor ? 
behaftet. während nur der reelle Theil des Integrals Gültigkeit hat. Folglich 
liefern nur diejenigen Elemente, bei denen T--„E =. 1—h ist, wesentliche 
Bestandtheile für dasselbe, und selbst diese nicht. wenn p eine gerade Zahl 
bedeute und e ®#"""— +1 wird. Unter dieser Voraussetzung lässt sich der 
Grenzwerih von % als einfaches Integral darstellen; doch gehe ich überhaup! 
auf die Entwickelung des definitiven Grenzausdrucks von W zufolge der oben 
ausgesprochenen Absicht nicht näher ein. sondern wende mich zu der Be- 
trachtung der Gleichung 
86.) T-1=0, 

welche bei abnehmenden Werthen von & und n die wesentlichen Elemente 
des Iniegrals % von den scheinbar vorhandenen sondert. Diese Betrachtung 
wird Anhaltspunkte für die Bildung einer Function darbieten, die ebenso wie 
% die Grössen € und n enthält, und die in dem Falle, dass der Punkt (.r,y, 2). 
auf den sie sich bezieht. ausserhalb des Ellipsoids S liegt, für &=0 und 7=0 
in den Grenzwerth der Function ®, d. i. die Function ®_, übergeht, in dem 
entgegengeselzien Falle eine stetige Fortsetzung von ®_, darstellt. 


$. 4. 

Wenn man die Variabeln # und ' als die rechtwinkligen Coordinaten 
des Punktes einer Ebene ansieht. so kann man die Untersuchung der Glei- 
ehune T—1==0 in geometrischer Form führen. Die in der Function T vor- 
kommenden Nenner werden durch Multiplication mit dem Generalnenner P 
lortgeschafft. und die Gleichung 


(37.) P(T-1l) = 0, 
die sich bis zum vierten Grade erhebt, stellt eine Curve dar, deren allgemeiner 
Verlauf ohne eine in’s Einzelne gehende Discussion erkennbar ist. 


” i ir. FRETEEN Mor 
Für den Differentialquotienten Ar liefert die Gleichung (37.) den Ausdruck 
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IP au 

dt’ z ei Pr 
u Zn 

a di = T-N-ıP 0 £ 

ol Al 


welcher mit Ausnahme der Punkte, in welchen P=0 ist, durch folgenden 


einfacheren ersetzt werden darf: 


cT 
r ae a 
9) = 

ot 


Aus (28.) folgt aber 








.) Br Pr r . 4 
EN x(° Fe) iR rc 





\ ot attat-1/° 
(40.) Ara e 
A u An (2—rM)I+r\ 
or attert- | 


wo die Summenzeichen die durchaus beizubehaltende Bedeutun®e haben. dass 
für x, x. @ respective im zweilen Gliede y. vs. 5 und im dritten Gliede 3, x. 
’ ) Y. 9 | )% / 


rn ) ME 

eintreten. Also hat der Differentialquotient 7 für alle Punkte der Curve, die 
( 

erwähnten einzelnen Punkte ausgenommen, einen negaliven Werth. und folglich 

müssen sich alle Zweige der Curve ins Unendliche erstrecken. Die Asvmptoten 

der Curve sind durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 


2 2 





‘% N 7 ‚’ ) . % 
\” f 7 = —1= 0, ri+2 ar l V. 
(41.) 
i ) < Ü (2- ’ 0 
u et 


die erste von diesen bezeichnet eine Parallele zur f-Axe. die zweite ein« 
Parallele zur !-Axe, und die dritte bezeichnet zwei Linien. die respective 
zwischen den Linien 
42.) datt +1=0, APi+Pti+1=0,. YiHztHl=0 

gelegen und denselben parallel sind. Um jetzt zu erfahren. wie sich die 
Zweige der Curve unter die Asympitolen vertheilen. genügt es die Beziehung 
der Curve zu den drei Linien (42.) ins Auge zu fassen. deren Complex durch 
die Gleichung P= 0 ausgedrückt wird. Bringt man die Gleichung (37.) in 
eine der Formen 


’(r- +2)’ Wi „ee 
43.) P( rs (@ L v)f x) rt +23 SR — 0. 


— —— R 
ala’ -a’t r 1) a 
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oder 








a) PZN 2,5 


r’ 
(lat tat 1) a’ 1) ER 


so erhellt. dass jede der betreffenden Linien mit der Curve nur einen Punkt 
semeinsam hat. dessen Coordinaten respective durch die Gleichungen 

(cr)! +2E=0, —erler)i+r=0, 

45.) Ay Wi+y=0 -Pyytty=0. 

v(3—-3)t+3=0, —Y(z-3)t+3 = 0 
vegeben sind. Da ferner offenbar die Function P(T—1) für keinen Punkt 
der ersten und dritten Linie das positive, für keinen Punkt der zweiten Linie 
das negative Zeichen annimmt, so bilden diese Linien Scheidewände. welche 
von den Zweigen der Curve zwar angestossen, aber niemals durchbrochen 
werden. Unterscheidet man nun die vier Räume, in welche die Ebene durch 
diese Linien getheilt wird, so zeigt es sich, dass in jedem derselben gerade 
zwei Theile von Asymptoten ins Unendliche reichen. In dem Raume. für 
welchen e@’t--@f-+1>0 ist. befinden sich die Theile der auf einander senk- 
rechten Asymplolen 


din: i ai r’ 
rt +2 — —1=-0, ri+3—_ —1 0. 
a [74 


für welche respective £ und f' über jeden positiven Werth wachsen. In dem 
Raume. für den et+@f+1<0. Ft+-Pt+1>O ist, geht die dritte 
Asymptote. und in dem Raume, für den t+PP+1-<0, yYt+y’t+10 
ist. die vierte Asymptote nach beiden Seiten in’s Unendliche. In dem Raume 
endlich. für den yt+-y’F+1<<0 ist. liegen die Theile der auf einander 
senkrechten Asymptoten, für die respective £ und f negativ unendlich werden. 
Daraus folgt. dass in jedem der bezeichneten vier Räume ein Zweig der 
Curve existirt. der sich den für den Raum angegebenen Asymptoten im Un- 
endlichen anschliesst. und zwar, wie man leicht sieht. nur ei» solcher. In 
sich zurückkehrende Zweige besitzt die Curve nicht, und somit sind die 
wesentlichen Momente ihres Verlaufs vollständig entwickelt. 


S. 5. 

Behält man die geometrische Deutung der Variabeln f und F für das 
Integral %, so ist Ötöf' das Flächenelement der Ebene und die Integration 
wird über einen Raum /? ausgedehnt. der nur von den positiven Halbaxen 
der # und begrenzt ist. und der sich zwischen den Schenkeln dieses rechten 
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Winkels in’s Unendliche erstreckt. Da der erste von den im vorigen $. 
unterschiedenen Flächenräumen den Raum R in sich schliesst. so kann nur 
der Zweig der Curve P(T—1)=0 den Raum AR durchschneiden. welcher 
jenem Raume angehört. Da der Punkt A stets ausserhalb des Ellipsoids S 


angenommen wird, mithin F>;—1>0 ist, so liegt die Asymptote 


"t+2——1 = 0 


Hz —=0 
ausserhalb oder innerhalb des Raumes A, je nachdem I , —1 orösser oder 
kleiner als Null ist. Die Curve geht von dem positiven Theile der ersten 
zum positiven Theile der zweiten Asymptote, während mit wachsendem # die 
Werthe von f' beständig abnehmen; sie tritt in den Raum R ein. indem sie 
die Axe der schneidet, und wenn der Punkt (x, y, 3) ausserhalb des Ellipsoids 
S liegt, so verlässt sie den Raum Zt, indem sie die Axe der £ schneidet, wenn 


aber der Punkt (.r, y, 2) 


innerhalb des Ellipsoids liegt. so verlässt sie den 
Raum /2 nicht, sondern geht innerhalb desselben in's Unendliche. Die Un- 
gleichheit T—1<ZO ist in demjenigen Theile von /? erfüllt. welcher den 
Anfangspunkt der Coordinaten +=0. F=0 enthält. 

Nach diesen Bemerkuneen stelle ich eine Function W auf. welche das 
Potential einer gewissen Massenvertheilung in Bezug auf den Punkt (x, y, 3) 
ausdrückt, und die für Punkte, die ausserhalb des Ellipsoids S liegen, bei 
abnehmenden Werlthen von &e und 7, mil derselben Function Q_, identisch 
wird. in welche unter diesen Umständen das Potential 35 übergeht. W ist 
ein Doppelintegral, bei dem die zu integrirende Function genau dieselbe ist. 
wie in dem Integral der Gleichung (32.), bei dem aber die Integration sowohl 
auf diejenigen Elemente ausgedehnt wird. für welche £>>0. !>-0 ist. wie 
auch auf diejenigen, für welche 

(46.) i+f<w, t>0 
ist; © bedeutet einen negativen Werth, der um eine endliche Grösse *) kleiner 
ist als der Werth — =. und der dieser Grenze später unendlich nahe gebracht 


werden soll. Da mithin die Variable # in W negative Werthe annimmt. so 





*) algebraisch genommen 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Hett 1. 6 
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. 3 de 
ist zu erwähnen, dass an die Stelle des Ausdrucks ww der positive Werth 


zen 1 . - T 1 
der Quadratwurzel Gpy tritt. und dass die Werthe von (CN 
für ein beliebiges ! und t=+x oder t=—x zusammenfallen müssen, 


während sie sich überall nach der Stetigkeit ändern. 
Ein Blick auf den in der Gleichung (43.) enthaltenen Ausdruck von 1 
lehrt. dass in dem durch die Ungleichheiten (46.) bezeichneten Raume der 


2 


. r MN ı 2 . LE 
Integration von W das Aggregat T-+7t' > 1 bleibt. so lange 21 >60 


x 


ist; deshalb kommen bei abnehmendem & zu dem Werthe von 8 nur Elemente 
hinzu, für welche die Gleichungen (33.) und (34.) gelten. und die folglich 
verschwinden, so dass die zweite von den über die Function W gemachten 
Behauptungen erledigt ist. 

Die erste Behauptung, dass nämlich W das Potential einer Massen- 
verlheilung darstelle, rechtfertigt sich dadurch. dass diese Function die pg. 24 
angegebenen Eigenschaften eines solchen Potentials besitzt; nur die Dichtig- 
keit 7, welche jedem Punkte der Masse zukommt, muss a posteriori durch 
die Gleichung 

oW oW , co’W 


(4%.) BET BR; di; — — An 
‘. x Backen | 3 - n 
\ / er’ J ey 02” „ 


sefunden werden. Wenn die Grösse » in ihre Grenze — ie übergeht, so 
lässt sich dieser Werth »v,,; olme Integralzeichen ausdrücken, und wenn dann 
die Grösse & sich der Null nähert, so zeigt derselbe das eigenthümliche Ver- 
halten, falls p eine ungerade die Eins übertrelfende Zahl bedeutet, im ganzen 
Räume gegen die Null abzunehmen, und nur in der Nähe einer gewissen nich! 
geschlossenen Fläche über jeden Werth hinaus zu wachsen. In dem Grenz- 
falle darf man dieser Massenvertheilung eine Belegung der erwähnten Fläche 
von bestimmter Dichtigkeit subslituiren, und es erhellt, dass alsdann der Werth 
von W für ©=0 und 7—=0 mit der oben definirten Function ®B_,, die be- 
trelfende Fläche mit der Fläche &_, und jene Dichtigkeit mit der Dichtig- 
keit » zusammenfällt. Aus dem Nachweise dieser Resultate wird also die 
Existenz der Flächen &_, für jeden ganzzahligen ungeraden über der Einheit 
liegenden Werth von p, und zugleich die Thatsache folgen, dass diese Flächen 
sämmtlich identisch sind. Bei den übrigen Werthen von p verschwindet die 
Dichtigkeit v,r für &=0 und 7=0 nur ausserhalb des Raumes, der von der 
erwähnten Fläche und der xy-Ebene eingeschlossen wird. und nicht inner- 
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halb desselben. und nachdem sich dies gezeigt hat. werde ich die Betrachiune 
der betreffenden Functionen abbrechen. 


S. 6. 

Bei der Bildung des Ausdrucks I A bemerkt man sogleich. dass 
die Variabeln x, y, 3 allein in der Function T unter den Integralzeichen vor- 
kommen und dass man die Differentiation vor der Integration ausführen darf. 
Wenn man dies thut und sıch zur Reduetion der Gleichungen 





oT\° ‚oT 
z( 2 ) Drug 
OL ol 
DE: > j 2? oP 
Ss —— = Hbf —- — 
OX Pa 


bedient. so findet man die Gleichung 


/ RE Pan oO . rm 1 
tP)”2 Ep (e-3)(T+nt)ti) Pr 
(48.) | 
RE TEE ER, ER N, 3 0: 77, .\/T \-4p} 
= 4( sp 1)(e-:) it / (\€ -9 fl nt )+i) ”' 
. ’ „o’W i 
Dieselbe eestattet in dem Ausdruck I ——— die Integration nach Öf auszu- 
or 2 


führen: für den durch die Ungleichheiten 0, >>0O bezeichneten Raum 
hat man die Grenzen {=V und = -+x. für den durch die Uneleichheiten 
I-!<o, E°>0 beschränkten Raum die Grenzen !=—x und t=w-f 
anzuwenden. Nun verschwindet der Ausdruck 
EP (€ i\T+nt)+i) 

bei 2=0 und nimmt bei Z=+w und bei {Z=—»x denselben Werth an. fole- 
lich bleibt von den beiden Differenzen nur der Werth des Ausdrucks für 
t=w-f. Die betreffenden Werthe von P und T mögen mit P, und T, be- 


zeichnet werden, dann kommt 





A 
OL 
49,)\ u 
POTT? DI «ru. 1. 2% ORBERSERRER NE En Fat 
| (—Pu)’ (Et) Totnf)—i)r (led) To+nÜ) +)? 


0 


indem die übrig bleibende Integration nach ©f' von O bis x auszudehnen ist, 
und wie oben nur der reelle Theil der rechten Seite genommen werden soll. 
Man sucht nun den Werth dieses Integrals für den Fall, dass die 


u 1 ; u ' ie . 
positive Grösse -(0o+) sich der Null nähert. Die Constante P, enthält 
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diese Grösse als Factor und T,, ist eine ganze Function zweiten Grades der 
Variable f', in welcher (+) als Nenner vorkommt. Der bequemeren 
Uebersicht wegen werde 

(50.) T+nt! = Al"+2Bt!+C 
gesetzt, so haben A, 2B, C folgende Werthe: 


| 


a7 \® 
A “ y « Ber) 
a’w-1 ” 





Y)x 
| 


\ / N - ‘ (2 — 

(51.) RB — 2(c2—r) a Fo rn, 
| = 320 _ 
aw+1 


und aus denselben erhält man für die Determinante D—= AC—B?° den Ausdruck 





- ne \2 .; x z—T) 
AD = (rn)? +42 2 
Pr. \ ' | aw—+1 
IS. 
\ 2 2 \ 2 \2 
| @ r , we—ty) , Ge—r2) 
| +43; (- KEG + R ui m )- 
aw—1 [6 a — a —y 


Das letzte Summenzeichen hat hier die erweiterte Bedeutung, dass die drei 


Complexe von Grössen 
, 4 . . [A , “ 
T, 4; Y, %» P: 2, u/ 
eyelisch permutirt werden sollen. Bringt man jetzt die in dem Integral vor- 


kommenden Nenner in die Form 
BN. D ip 
/ o\ rt ı "\ln / . ı ; “\ . 
((e-i)(T+nf) ti)" = («Alt +7J17 (E—1) = +i) . 


a 1 u 
so erhellt. dass das Integral für ein abnehmendes (w- —) sich dem Werthe 
4 


Au: 
Null nähert, sobald +7 innerhalb der Integrationsgrenzen nicht verschwin- 
$ 


det. da nämlich die Grösse p jedenfalls die Einheit übertrifft, und dass, wenn 
wi — 0 ist. der Werth des Integrals nur von den Elementen abhängt, die 
i B ‚ i 
dem Werthe — — von I sehr nahe liegen. 
L 
Es sei f die Charakteristik für eine beliebige Function, A eine kleine 


positive Grösse, SO betrachte ich das Integral 
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und führe statt 2’ die neue Variable 





ein, dann geht (53.) in folgendes Integral über: 














h 
WE rar} 
» | I) BIOS 
u 1 nz 
PR: (e-9(-0-—)4r . (€ zn i) —+i) 
Gn 
> 
m . Er; 7: h 
Lässt man hier % und er) in der Weise abnehmen, dass A 
W— — 
wächst, so geht (54.) in folgenden Grenzausdruck über: 7) 
5.) f ie en RER 
.. of 0 »- — ) As" (ei) DT 
ur - M( 73 


nachdem aber der Werth des bestimmten Inteerals durch bekannte Methoden 


auseemittelt ist. kommt das Resultat: 


r(?7-)r(z) 


Br lim. 








(56.) (0) 





1 
Bar Dee © ver rn ur 
(E- DIE un -) Arc i) ti) 
E 3 Y A ———— 
Um dasselbe anzuwenden. hat man zunächst mehrere Grenzausdrücke für 


1 N u 
+7 =0 zu bilden; es ist 








lim ee. ie I 
Je „@—;)’ 
N | 
lim. (-w—)A = (s-), 
(57.) re Mh) 
En in rg ar" zer“ ale ber ern zu . 
. (3 - 3) 
RN: J 
ä (z- 3)” 


Demnach tritt an die Stelle der Bedingung -7>0 die folgende 


7 ne 
(2-3) 


(58) — 
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16 Lipschtiiz, zur Theorie der Gravitation. 
d. h. das Integral (49.) hat für + — =0 nur dann einen von Null ver- 


schiedenen Werth, wenn z ER A Grenzen z3=0 und 3=3 liegt. Wir 
schliessen deshalb den Werth 3=0 von der Betrachtung aus und setzen, um 
unnütze Unterscheidungen zu vermeiden, fest, dass 3 positiv sei, mithin die 
Dilferenz 3—z nur positive Werthe erhalte. Der in der Formel (56.) mit f(®) 
bezeichnete Ausdruck entsteht in dem vorliegenden Fall aus dem folgenden: 


m un (Po wir 13 
Yile—i)® [e-}, 





(PR Y 
: B 1 j z 
indem £ = — — und dann -— =0O gesetzt ae also kommt —— 
A ’ y(—2) 
für d, — I — für Ü—w, -— — ) > —-— für - 1: und daher 
” 7’) a ”) U Fi al 
v—1 
39, a ee ie ne > 
(99.) (0) H(e—i) (a —y’)i(8’— 7°) er '(G- ) er air >) 


Setzt man nun die Constanle 


(?7-) (5 2 ) aß 








(60. = #, 
N I'(4p) RN 
so entsteht endlich die SEE 
:W p2 Ipy—l | 
im. 2 -— WE BON... Be. 
\ Oo LE = —) er iu i—2 
(61.) | _ ee aus -1) ( -$) hp 1) 
= I re Kp —ı Fa wis ee Kur77 1) 
(E- i) _— FR wi 


durch welche nach (47.) der Werth der Dichtigkeit v,, Be bestimm! 
wird, und die ebenso zu verstehen ist wie die Gleichung (49.). Wegen der 
Ungleichheit (58.) gilt aber der gefundene Ausdruck nur für diejenigen Punkte | 
r, 4,3), die zwischen den Ebenen s=0 und 3=;3 liegen, während für den 
übrieen Raum v,- = 0 ist. 
$. 7. 

Es handelt sich jetzt um die Beantwortung der Frage, in welchen 
Werth der reelle Theil der rechten Seite von (61.) oder die Grösse — Arıv „- 
übergehe, sobald & gegen die Null abnimmt, Man erkennt nun sogleich, dass 


der Ausdruck 
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unter der hier obwaltenden Bedingung —— 0 stets positiv ist. und des- 


h) Au 
halb gelten für die Grenzwerthe der Ausdrücke 


(eye) (e—i)I@-1) 





)  — 


TE IR 
—S) \ PUR 


sy6 /% 


dieselben Betrachtungen, deren Resultat in (33.),. (34.). (35.) ausgesprochen 


A 

. Y ’ . “ .. 4 « N 

ist; man hat nur statt T-+n die Grösse ek statt }p—1 den Exponenten 
—3) 


ı(p—1) zu selzen. Mithin giebt der erste der Ausdrücke (62.) für seinen 
rein imaginären Theil immer den Grenzwerith Null, der zweite giebt den 
(renzwerth Null, wenn 
| 
(3—2) 
ist. und einen von Null verschiedenen Werth, sobald 4(p-—1) keine ganze 


Zahl und 


ı—h 


ist *). Wenn aber 4(p—1) eine ganze Zahl. also p eine die Einheit über- 
treffende ungerade Zahl ist, so verschwinden die rein imaginären Theile von 
beiden Ausdrücken (62.), folglich verschwindet auch die Dichtigkeit v,, für alle 


Punkte (x, y, x), und nur diejenigen sind ausgenommen, die der Fläche 


(63.) | = 0 


G—2) 
sehr nahe liegen. 

Von hier ab betrachte ich nur die ungeraden Zahlen als Werthe von 
p. und setze in der Gleichung (63.) die Grösse 7 =0. Es sei 4 die Normale 
der Fläche, in dem Punkte (z,, %,. &,) errichtet und in emem bestimmten 
Sinne von der Fläche an gemessen, «9, ein kleiner positiver Werth. so kann 
man bei einem endlichen &e die Summe der Dichtiekeit »,, für die Punkte 
bilden. welche auf dieser Normale zwischen den Grenzen 9 + und J=4, 
liegen. Lässt man daraul & unendlich klein werden. so nähert sich das be- 


treffende Integral einem festen Werthe. und man sieht leicht. dass derselbe 


*) Hierdurch wird die obige Bemerkung in Bezug auf die Functionen, bei denen 
»(p—1) keine ‚ganze Zahl ıst, erwiesen, wenn man die später zu entwickelnden Eigen- 


schaften der Funetion Gar —41 zu Hülfe nimmt. 
\ ds -. 
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die Dichtigkeit » derjenigen Flächenbelegung darstellt, in welche sich die 
Massenvertheilung von der Dichtigkeit v,, verwandelt hat. 


; d 
Wenn das Aggregat ——— —1 durch f(x, y,z) und nach Lagrange 


ran (32) 
of T,Y,>3) ’ . r . N_» 
TR rl durch fx bezeichnet wird, wenn man ferner die Grösse 





ARE HL EL ZEN 
fs)” +(fy)+lfo) = L 
selzt, so gelten bei Vernachlässigung der höheren Potenzen von 9 die Gleichungen 


ho f'z, f’yw f'z, 
I = LT Er +, Yy ee Yyı -1- 7 s F, = es Er I 


fls,4,s) = D. 
Diese Ausdrücke werden in die rechte Seite von (61.) substituirt, dann ist 


BA U 


— ‚„ und es sei 


3 MIT 
7 —3 us 


LEG une BE _ 
u ö 








(64)  E( 


Da nun der erste von den Brüchen (62.) bei e=0 zu dem Werthe von v 
nichts beiträgt, so gilt die Gleichung 
u (+9 FOLIE i)E-D 99 
65.) lim. Auf vwröd — lim. if —— tt F_—_ . 
Pr En (e-NAFEI Fe 
l 


7 


Der reelle Theil der rechten Seite, der hier allein zn beachten ist, hat be- 


. Y.. ‘ 7 F(0) . .. . r . » 
kanntlich für y=»3 den Werth —4n 7, und in ähnlicher Weise linde! 
man allgemein 

un -r An Fir—3) (0 
(66.) — 4dıv = — nie . 





ie 1 ) L 


a ° un 1 \ 
wo v nach dem oben Bemerkten = lim. / v;r0%, und 


ı 
—.d 


PS) 
Fr (u) asp ”F(u) 
gr du:'P 3) 
ist. Da F(L9) gleich einer Function von z, ohne x und y, ist, so kann man 


die Differentiation nach 9 mittelst der Gleichung 
fx 
L 
durch eine Differentiation nach z ersetzen, und nach Ausführung derselben z, 


für s schreiben. Dadurch verwandelt sich die Gleichung (66.) in folgende: 
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s 
" 3 ) Dt - 
67 } y == E Be a — „ia e ki s @- — Ka | .. (far 
.) Re 4 dzı@- LF 2 
2 
die aber noch etwas zu vereinfachen ist. Aus (60.) folet 
\ E IQ) aßyıH 
68.) ıi= — G—r = 5, 








re) u Ai IR”) 


IX we 
wo der Quotient . den Werth 4.3.3 ---(4p—1) hat, da p eine un- 
2) 


verade Zahl bedeutet. Ferner werde slalt f(x, y, 2) 


7 
(69.) Yl, y, 2) = (3-3) fi, y, 2) = I—-(3—2) 


eingeführt. und bei x, y, 3 das Zeichen 0 fortgelassen, da hier zur von 


die Function 


Punkten der Fläche die Rede ist: dann ist 




















ERBEN. u FRE ED... — 
G-3)' 3) (3- 
und für die Rn v der gesuchten Massenschicht ao: der Ausdruck 
— ’ 13) (zip I —z) r+3)) (g'z)3(P 3) 
- \ u Y 3 Par :i- „\p—1l _ ( ») (2) Er 
0) v= Ey}i-—z FrICzS) .. 


Das Potential dieser Massenschicht ist nach dem früher Bemerkten gleich der 
Function ® „, also für den ausserhalb S befindlichen Raum gleich der Function 
Q_,, und der Satz I. kommt in Anwendung, da seine Praemissen gültig sind. 
Der durch die Ungleichheiten 3>0. 3 <Z 3 bezeichnete Theil der Fläche 
y(xz,y,z)=0 stellt für jeden ungeraden die Einheit übertreffenden Werth 
von p die Fläche 2_, dar. und soll daher von nun ab J genannt werden. 
Der Fall, dass 3=0 ist. wurde oben von der Untersuchung ausge- 
schlossen; man übersieht aber. dass für denselben die Fläche & in ein Stück 
der xy-Ebene übergehen muss, und kann die Begrenzung desselben sowie 
die entsprechende Belegung aus dem Werthe von v ableiten, der für ein sehr 
kleines 3 gilt. Es sei 2 eine neue Variable und z=3z, so wird durch die 
Einführung derselben 
1.) yla,y,3) = 3 yul@, y, 2). 
wo die Function y,(z,y,%) aus zwei Theilen besteht, deren einer von 3% frei 
ist. der andere den Factor 3° besitzt. Durch Vernachlässigung des letzteren 
kommt die Gleichung 
N? / q .. ie 
aa, |mtann = HUT 1-2) 


— Aus’ + -2B,2z-+ 0 0% 
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wo die Coefficienten der Function zweiten Grades in Bezug auf z folgende 
Werthe haben: 











ai Ei 
“ — a? —y? Pr 1, 
a ER TEEN. ee 
\ ) 2y' a —y "der ; 
(2 





Die Bedingungen = >00, 3 <Z 3 nehmen die Form an >60, #< 1, und man 
kann beweisen, dass die der zweiten entgegengesetzte Annahme z# >> 1 mit 
der Gleichung u(zX, y,2) = 0 unvereinbar ist. Die erste Bedingung x > 0 
kann entweder so erfüllt werden, dass diese Gleichung, nach x aufgelöst, eine 
positive und eine negative Wurzel hat, oder so, dass ihre beiden Wurzeln 
reell und positiv sind. Da die Grössen x und 9 hier so beschaffen sein 
müssen. dass 2 + -1, folglich gewiss A,_>O ist, so hat man nach 
den unterschiedenen Fällen entweder die Ungleichheit 

oder die Ungleichheiten 


(73.) Ü Por Ö, Bi; — A, u >> 0, B, = 0. 


-_. 
Um die rechte Seite von (70.) umzuformen, bemerkt man, dass px = zur, 
py=3YY. P3—=3p“ Ist, und dass folglich wegen der Vernachlässigung 
! 
> . Y a ı% % . . 
von 3 die Grösse > — En 2 — +1 wird; ferner ist 
u. 1(P%) 

A303 (ziv-1 (3 — 3)-3@+9) BO) (rd — x)w4d) 4 

ds a "72 Fr 


' 











wi 


Daher kommt für die Dichtigkeit » der Werth 


£ re Be AR) Ger (1 — x) ı(P+3))) +1 
(76) » = Hl-r —  (gieD 





in welchen für die Punkte, die der Ungleichheit (74.) genügen, die posilive 
Wurzel z der Gleichung Y,(xX,y,z) =0 einzuseizen ist, dagegen für die 
Punkte, die den Ungleichheiten (75.) entsprechen, beide Wurzeln dieser Glei- 
chung anzuwenden sind, und die Dichtigkeit gleich der Summe der betreffenden 
beiden Ausdrücke wird. Diese Erscheinung erklärt sich daraus, dass die 
Fläche 2, indem sie bei 3=0 in die zy-Ebene fällt, den ersten Raum 
einfach den zweiten aber doppelt bedeckt, wie die im Folgenden vorzuneh- 


mende Discussion ergeben wird. 
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Ss. Ss 
Wenn die Fläche & als derjenige Theil der Fläche 
r” (12 —32) , (93 — ;y)’ 
(77.) 9(2,9y,2)= 3 +" —- +55 3—ı), —=0 
\ J p\ b) Y, 3) h) y’ l a? y’ l pP? y’ > N, 


definirt wird. der den Ungleichheiten 3 0. z<Z; genügt. so ist dabei die 
früher erwähnte Voraussetzung wesentlich, dass der Werth 3 positiv sein soll. 
da in dem entgegengesetzten Falle die Ungleichheiten z<_0. 3 >; anzu- 
wenden wären. Bei der analytischen Darstellung der Fläche 2, ist die 
Gleichung der Kegelfläche gebildet worden, die ihre Spitze im Punkte A hat. 
und durch die Ellipse (14.) hindurchgeht, nämlich 





\ (12 — 32) (y2—3y) 
(78.) 7 a 2 ya" re =: I, 


Der Umstand, dass die Function y(x,y,z) ausser den Gliedern der linken 


2 


Seite dieser Gleichung nur das eine Glied 33; — enthält, leitet darauf hin. die 


S |» 


Fläche y(x,y,23)= 0 mit der betreffenden Kegelfläche zu vergleichen. Da 
die linke Seite von (78.) negativ oder positiv ist, je nachdem der Punkt (x, y, 3) 
2 
. 4 .. . r 
innerhalb oder ausserhalb der Kegelfläche liegt. und da der Ausdruck 3z- 

Y 
das Vorzeichen der Grösse z hat. so erkennt man. dass derjenige Theil der 
Fläche y(r,y,3)=0, für den z>>0 ist, innerhalb. der andere Theil der- 
selben Fläche ausserhalb der Kegeltläche befindlich ist. Die Durchschnittslinie 


der beiden Flächen fällt in die Ebene z3=0 und ist die Ellipse (14.) 
re 


welche den Rand der ebenen Fläche &, bilde. Man bemerkt ferner. dass 
die Ungleichheit z<Z;5 den Theil der Kegellläche bezeichnet, welcher dem 
Ellipsoid S zugewandt ist. dagegen die Ungleichheit 3 — 3 den diesem con- 
gruenten zweiten Theil. der von dem Ellipsoid S abgewandt ist. Mithin ist 
die Fläche & derjenige Theil der Fläche (x, y, 3) = 0. welcher innerhalb 
des dem Ellipsoid S zugekehrten Theiles der Kegelfläche (78.) liegt *). 


*) Es wird sich später zeigen, dass durch die Ungleichheit s<{3 kein Theil der 
läche, sondern nur der isolirte Punkt A abgeschnitten wird. 


7 * 
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Aus dem Gange der Untersuchung, welche zu der Definition der 
Fläche & geführt hat, folgt schon mit Nothwendigkeit, dass diese Fläche 
durchaus innerhalb des Ellipsoids S liegt. Ein unabhängiger Beweis dafür 
ergiebt sich aber aus der folgenden Darstellung der Function p(z, y, 2): 


ri gy,s = e 1) @-9°-3@-9 


| + (a - Ns -r@-dr) 4 (P’(y—y)3 — r7”(2—3)y)' 
a’y” (@—y’) 3,’(R e ") | 


Die beiden letzten Glieder derselben sind stets positiv, und das Glied 3 (83); 


(79.) 





hat diese Eigenschaft wegen der Ungleichheiten 3>0, 3<{; gerade für die 
Punkte der Fläche &; deshalb giebt die Gleichung Y(x,y,2)=0 für den 
Ausdruck (7 — 1 \2-3)° niemals einen positiven Werth, d.h. die Punkte (z,y,2). 
die der Fläche & angehören, liegen niemals ausserhalb des Ellipsoids 8. 

Ich werde nun die Punkte der Fläche Y(x,y,z)=0 aufsuchen, in 
denen der Werth der z-Coordinate ein Maximum oder ein Minimum wird; die 
Coordinaten derselben finden sich aus den Gleichungen 


y,y,2)=0, Yyae=0, Yyy=d. 
Es ist aber 





en ..* (I) 9, 3%) 
V ddr. rer“ zu 23 





(80.) Re 
Pr 2 


und das Verschwinden dieser Ausdrücke zieht entweder die Gleichungen 
(1) z-ı=0, y-9=0, 3-3=0, 
oder die Proportion 
82. u EU et DE Sam ey 3 
(82.) y—) Base 2 
nach sich. Die letztere, von der zuerst gesprochen werden soll, erlaubt die 
Einführung einer Grösse o, vermöge deren x, y, 3 folgende Werthe bekommen: 








a u = en WER 5 5 
a FE 


Durch die Substitution derselben geht y(z, y,z) =0 in die folgende cubische 
Gleichung für o über: 


(84.) 


2 2 


r y 3 er 
jew + F° + 2 | —1 v. 0, 


7 en 








104 


deren Form genau diejenige von (13.) ist, und die bekanntlich stets drei 








all a eich 


8 
* 
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reelle Wurzeln hat. Also giebt es in der Fläche g(x,y,z) = 0 immer drei 
Punkte, in denen die Tangentialebene der xy-Ebene parallel ist, und die 
Coordinaten von diesen werden aus (83.) durch Einsetzung der drei Wurzeln 
0, 02, 0, für o erhalten. Da dieselben so beschaffen sind, dass für die 


grösste 9, 
e@+9,>0, P+>0, +9 >0, 
für die mittlere o, 
+9 >0, P+n>0, Y+n<0, 
und für die kleinste o; 
+09, >0, P+<0, Yo <oO 
wird, so sieht man leicht, dass durch die Substitution von ©, allein die z- 
Coordinate in (83.) einen positiven Werth erhält. Also liegt nur dieser eine 
Punkt in der Fläche &. 
Um zu entscheiden, ob in einem bestimmten von den drei Punkten 
der Werth von z ein Maximum oder ein Minimum wird, sind die zweiten 
Differentialquotienten 


ng ” 2 n2 2 ‘ m 9,2 
oo 232 23 og 0 2 232 Me N 
Oroy u oy‘  'P-r 





or y' a a’ - y?? 


in Betracht zu ziehen. Die Gleichungen (83.) geben 


0’ 2, a’-to Dp 2,’ P’-+0 
107 





or’ ic) a’ — y’ „6 “ oy’ STR #— y’ u? 








und deshalb 


A KR 2 B | PN _ 45‘ (e+o)(B’+0), 


(y’+0)’ 


{ 


h) 

22" öy Na20y) = WFT) 
da nun dieser Ausdruck für o= 0, und o= 0, das posilive, für 0 = 0, das 
negative Vorzeichen bekommt, so existirt in dem ersten und zweiten Punkte. 
die den Wurzeln o=0, und o, entsprechen, ein sogenanntes absolutes Maximum 


FL 


. ” . . . Tr Ol ) Do. 
oder Minimum, in dem dritten Punkte aber nicht. Der Werth von X fallı 
I =, 


2 








op 
ab 4 

du . ... OX Don 

für alle drei Punkte positiv aus, und daher der Ausdruck "z für 0 = 0, 
03 


negaliv, für o=0, positiv; mithin hat z im ersten, der Fläche & angehörigen. 

Punkte einen grössten Werth, im zweiten Punkte einen kleinsten Werth. 
Dieser erste Punkt, dessen Coordinaten 

a'r  .i DER x 


y 


Es Reg u = = . 
+0’ IT to’ +9, 





9) = 
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sind. bildet den Gipfel der Fläche ?, wenn man sich die positive z- Axe 
verlikal und nach oben gerichtet vorstellt. Derselbe hat die beachtenswerthe 
igenschaft, sobald die Axen des Ellipsoids einander gleich werden und das- 
selbe sich in eine Kugel verwandelt, in das zu dieser gehörende Spiegelbild 
des Punktes (x; y. 3) überzugehen; denn aus der Annahme e=ß=y folg! 
"+09, =r+y +3” und 
I 5 Sen E y= IA DE : 3 = ns . 
ı TyT i ıTyT5 Zi 
wie behauptet wurde. 











Die Voraussetzung (81.) liefert kein Maximum oder Minimum für z; 
denn durch dieselbe wird ausser der Gleichung (x, y, z) = 0 auch die Glei- 


chung I —=0 erfüllt. Der betreffende Punkt A*) ist nämlich, wie sich 


zeigen wird. im Allgemeinen ein von der übrigen Fläche isolirter Punkt. und 
fällt nur dann mit einem Punkte der Fläche (x, y, 2) = (0 zusammen, wenn 
derselbe — unserer Annahme entgegen — in der Oberfläche des Ellipsoids S 


liegt: dann geht er aber in den Gipfel der Fläche & über. 


$. 9. 
Da die Fläche & mit den Flächen &,,. $,... zusammenfällt, so lehrt 
der Satz l.. dass das sphärische Spiegelbild &’ der Fläche 2 mit den sämmt- 
lichen Flächen P_,. D,. D,. P,.... identisch ist. und das eine dieselbe be- 


deckende Massenschicht von der Dichtigkeit « = die Potentiale U_.. U,. 


U. U. ... erzeugt. wenn man der Zahl p in dem Ausdruck v respeclive 
die Werthe 3. 5. 7. 9. ... beilegt. Von diesen Potentialen nimmt U, das 


grösste Interesse in Anspruch. weil das Potential U,. mit dem dasselbe für 
Punkte ausserhalb S’ übereinstimmt, die Wirkung des homogenen Körpers 
mit der Grenzfläche S’ darstellt, und daher nur von dieser Begrenzung selbst 
abhängt. während bei allen übrigen Potentialen U, _, das Gesetz der Dichtig- 
keitsänderung hinzukommt. Es hat daher die Fläche &' für den durch $’ 
besrenzten Körper dieselbe Bedeutung, wie die Fläche #, für den durch das 
Ellipsoid S begrenzten Körper, und durch diese Ueberlegung wird es erklärlich. 
dass die Fläche &', wie wir sogleich sehen werden, durch ein einfacheres 
(resetz bestimmt ist. als die Fläche &, welche bei der Untersuchung vor jener 

*) welcher übrigens wegen der Bedingung 3<(3 in der Fläche ® nicht vor- 
kommen kann. 





RZ 
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gefunden wurde. In der That, wenn man in die Function y(x,y,z) für x, y, z 
die Werthe aus (3.) einsetzt. so kommt: 


(ar! Lz'_ı) (rt _ırN? (sea? 
(77°.) \p(z, Y; 2) = ar sr . . = r. Fr (3 I 
| ruw(x,y',2'), 
und die Gleichung (x, y,2)=0 wird entweder durch die Annahme 0. 
oder durch die Annahme 
v(z',y,3)=0 
befriedigt. Die Gleichung r"— 0 stellt den Punkt 4 dar *). die Gleichung 
w(x',y,3)=0 ist aber in Bezug auf x’, y', 3’ die Gleichung des sphärischen 
Spiegelbildes von der Fläche (x, y, 3) = 0. und bedeutet eine Fläche zwei- 
ten Grades. Also ist die Fläche 2’ ein Stück einer Fläche zweiten Grades. 
während & ein Stück einer Fläche dritten Grades ist: und zwar ist diese eine 
solche, die durch sphärische Spiegelung aus einer Fläche zweiten Grades entstan- 
den ist und daher derselben Gattung von Flächen angehört. wie die Oberfläche 8’. 
Aus einer bei Veranlassung der Gleichung (11.) von S’ gemachten 

Bemerkung kann man folgern, dass der Punkt A in der Fläche w(a’, y. 3) 0 
selbst liegen muss, und die Einsetzung der Werthe 

var foy' fi 
bestätigt dies. Man bemerkt ferner, dass für diese Werthe die Dilferential- 
quotienten Er und = verschwinden, d.h. im Punkte A fällt die Normale 


der Richtung nach mit der Axe der z zusammen. Sucht man jetz! den 


zweiten Punkt auf, in dem 


or 2” | 23, (12° — 32) 
A % z .- (z’ Y) d en = . 0. 
sen Y [44 Y 
ov ro i s(yz’ — 3y') 0 
0 Ken a a "zur u 
oYy ö "iz ; 
wird. so kommt zuerst 
BR: ' iccö$ ray, x 9.5 
u 27 Sun DE Hua nn 7 wi 
und dann wegen der Gleichung w(x',y', 3) = 0. 
I 3 y h u 3 
ee —-—Ii=—-<— —)y=- — 2 —} — ’ 
- \ u; es ? rf’ . A 
(85.) \ i . . 
ru x 9 N ® 1 
[= sta to 1. 
[04 2 Y 


——- 


*) der durch die Bedingung 3 < 3 von der Fläche P ausgeschlossen ist. 











36 Lipschitz, zur Theorie der Gravitation 


Die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Punkte A ist ein Durchmesser 
der Fläche w(@’,y',2)=0. und daher sind die Coordinaten ihres Mittel- 
punktes die folgenden: 


86.) 


, 


#=r1-.., Y=1-Z 2 =) ur 
nt ET 


Es werde nun der Anfangspunkt der Coordinaten in diesen Mittel- 
punkt verlegt, während die Richtung der Coordinatenaxen ungeändert bleibt. 


und es sei 


37.) Fr (i-gg7)= an, -y(i- 57) = 4m, 3 (1-57)=3%. 


so geht die Function w in folgende Form über: 
‚2 (12, —3%,) (92. —34,) el 
Ib) ı? ‚2 ‚2 \ m m) m Um) 2 ) 
88.) 77) Sa ze (Em tYmt2m)t 2 2 + B—z° 














— 3, — 2.7 
Dieselbe ist gewählt worden, um die Hauptaxen der Fläche w=0 aufzusuchen: 
die Auflösung dieser Aufgabe besteht aber bekanntlich darin, dass man statt 
der Veränderlichen z,, Y,.., 2. drei neue Veränderliche 5. 5, 5 einführt. 
welche die Gleichung 


(Q ir on ı 22 
(89.) ImTt Yın Tu > sıTr9aT53 


befriedigen. und die Function % in einen Ausdruck verwandeln, der nur die 


2 








Quadrate der Grössen S,. 5, 5 und das constante Glied — 2 7 enthält. 
Y 
Zu diesem Zwecke bemerke ich, dass der Ausdruck 
| a 
VO), 2= —+ Ems 





2 2 i = 

 ; Fi 
gleich Null gesetzt. eine Kegelfläche bedeutet. welche durch Verschiebung im 
Raume und ohne Drehung mit der Kegelfläche der Gleichung (78.) zur Coin- 


cidenz gebracht werden kann. Sind S,. 5. 5 drei neue Variable. welche 


> 
- 


die Gleichung (89.) erfüllen. so kann man bekanntlich mit Hülfe der drei 
Wurzeln o,. ©. 0, der Gleichung (S4.) eine Form der Function 4 aufstellen. 





bei der &,. &. $; den Hauptaxen der Fläche „= parallel genommene Co- 


ordinaten bedeuten. nämlich 


90 3 € b ö 

f N n PEDUE: | 3 

A er 
o-+7 0. y 0,-+Y 


2 „222 
2 = 


In 








1 
| 


während die Richtung der Axen 5. &. $ durch Substitution der Werthe 
Ö. O3. 0, für o in die Proportion 
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oefunden wird. Nun ist die Function 





AR HIER: of 
Y zZ y? (2 1 Yım +8) Ta ger 4y' 4 2 


also nimmt dieselbe durch Einsetzung der Variabeln 5. &. $,. welche durch 
die Relationen (89.) und (91.) bestimmt sind, folgende Gestalt an: 





e im u) IN ) &? 5 & | 
y — ++ + 2 : HR | x -) 
Y Eu EL 5 on 0,+7 Yf 


welche noch einfacher so dargestellt wird: 


\ ".‘) 2 | \ 
‘92 ) 17 = — ei _._. 6, 2 5% 1 2 u 
Im.) wi : 827 weh 2r 

a ur +7" Ts ) 





Dies ist die Form von w, welche gesucht wurde und aus welcher hervor- 
geht. dass die Hauplaxen der Fläche v=0 mit den Hauptaxen der Kegel- 
fläche (78.) gleiche Richtungen haben. Bei der hier festzuhaltenden Annahme. 
dass der Punkt A ausserhalb des Ellipsoids S liegt, ist die Fläche w — 0 stets 
ebenfalls ein Ellipsoid; denn die Quadrate der halben Axen 


* 
ei uk 0, wä 


4y’fo,’ Aryl,’ 4y’fo, 
sind positiv. da wegen der angeführten Bedingung f 0. 0, _—- 0. ferner 
a+Y >0. 8+y<0, 95+y°<Z0 ist. Auch schliesst man leicht aus den 
über die Wurzeln o,. 0,. 0, gemachten Bemerkungen. dass die &-Axe die 
orössie. die »-Axe die kleinste von den Axen ist. 

Wenn der Punkt (x. y, 3) der Oberfläche S genähert wird. so nimm! 
der Ausdruck f stets ab, die Wurzel o, wird demselben proportional, und deı 
Mittelpunkt der Fläche w=0 rückt auf einer durch den Punkt A gehenden. 
der Axe 5, beinahe parallelen Linie so vorwärts, dass seine Entfernung vom 


S .. 1 ® . . . . 7 .. 
Punkte A der Grösse — proportional zunimmt. Mithin geht die Fläche w 0 


f 


ın ein Paraboloid über. dessen unendliche grösste Axe. wenn man diesen 
Ausdruck brauchen darf, die Richtung von $, hat. 

Die Fläche $& war als derjenige Theil der Fläche y (x, y, 2) =0 be- 
zeichnet worden, der innerhalb des dem Ellipsoid S zugekehrten Theiles der 
Kegelfläche (78.) liegt. Da nun durch die sphärische Spiegelung diese Ke- 
sellläche in sich selbst und die Fläche y(r.y.3)=0 in die Fläche w = 0 
verwandelt wird. so ist die Fläche &' derjenige Theil der Fläche w = 0, der 
innerhalb des dem Ellipsoid S zugekehrten Theiles derselben Kegelfläche liegt. 
Man sieht aber sogleich. dass kein Theil der Fläche w=0 innerhalb des 
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anderen Theiles der Kegelfläche liegt, so lange die Voraussetzung, dass der 
Punkt A nicht in das Innere des Ellipsoids S eintreten darf, festgehalten wird. 
Mithin kann sowohl bei der Bestimmung von & wie auch bei der Bestimmung 
von db’ die Hervorhebung eines Theiles der Kegelfläche fortfallen. 

Da die Fläche p(x,y,s)=0 nach den Gleichungen ($1.) aus dem 
Punkte A und dem sphärischen Spiegelbilde der Fläche zweiten Grades vw — 0 
besteht. so kann man aus den bekannten Eigenschaften der letzteren die 
Eigenschaften der ersteren ableiten, was ich andeutungsweise thun will. Wenn 
der Punkt A ausserhalb des Ellipsoids S liegt, so ist die Fläche w=0 ein 
Kllipsoid, und hat als solches in keinem Punkte eine Unterbrechung der Stetig- 
keit in Betreff der Krümmung und keinen unendlich entfernten Punkt. Daraus 
folgt. dass bei dem sphärischen Spiegelbilde derselben keine Unterbrechung 
der Stetigkeit in Bezug auf die Krümmung vorkommt, dass das Spiegelbild 
eine einzige stelig zusammenhängende Fläche bildet, und dass der Punkt A 
kein Punkt dieser Fläche wird. Wenn aber der Punkt A in die Oberfläche 
S tritt, so wird die Fläche v=0 ein Paraboloid, und besitzt als solches einen 
unendlich entfernten Punkt, während die Steligkeit der Krümmung ebenfalls 
an keiner Stelle eine Unterbrechung erfährt. Daraus schliesst man. dass der 
Punkt A ein Punkt des sphärischen Spiegelbildes der Fläche wird, und zwar 
der äusserste Punkt einer Spitze, bei der eine dem Punkte A unendlich nahe 
und senkrecht gegen die Axe S, geführte Ebene einen unendlich viel kleineren 
Durchschnitt liefert als bei der Kegellläche (78.). dass ferner in den übrigen 
Punkten der Fläche die Steligkeit der Krümmung nicht verletzt wird und dass 
dieselbe ein einziges stetig zusammenhängendes Flächenstück ausmacht. Hier- 
mit sind zugleich die am Schlusse des vorigen $. über den Punkt A aufge- 
stellten Behauptungen erwiesen. Da der Punkt A (das Centrum der spiegeln- 
den Kugellläche, welche hier immer vorausgesetzt wird) stels in der Fläche 
v0 liegt, so dehnt sich das sphärische Spiegelbild von dieser ins Unendliche 
aus. und für jeden durch die Normale im Punkte A gelegte Ebene liefert die 
Abbildung des Krümmungskreises diejenige gerade Linie, welcher sich der 
betreffende Durchschnitt der Fläche y(x, y, 2) = 0 im Unendlichen asymptotisch 
anschliesst; diese sämmtlichen Linien stehen senkrecht auf der z-Axe. 

‘s mögen nun noch die drei Punkte der Fläche vw = 0 bestimmt wer- 
den, deren sphärische Spiegelbilder die drei Punkte sind, in welchen die 


Fläche p(x,y,2)=0 eine mit der xy-Ebene parallele Tangentialebene hat. 
Das sphärische Spiegelbild einer Ebene z = Const. ist eine Kugelfläche, deren 
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Mittelpunkt in einer durch den Punkt A gezogenen Parallele zur 3- Axe liegt. 
und die durch den Punkt A hindurcheeht. Bei der Fläche w — 0 ist aber 
eine solche Parallele zur s-Axe nichts Anderes. als die im Punkte A er- 
richtete Normale der Fläche vw = 0. wie oben erwähnt worden. Es erforder! 
also die gestellte Aufgabe nur das Aufsuchen der Punkte. in welchen eine 
die Fläche v=0 im Punkte A berührende Kugel diese Fläche zum zweilen 
Male berühren kann. Diese Punkte werden offenbar erhalten. indem man 
durch den Punkt A zu den Hauptaxen der Fläche 5. &. 5, Parallelen zieht und 
die Fläche von diesen zum zweiten Male schneiden lässt. Nennt man diese 
Punkte respective den ersten. zweiten, dritten, so folgt aus einer näheren 
Erwägung. dass die Kugel. welche zugleich in A und im ersten Punkte be- 
rührt. das Ellipsoid == 0 gänzlich umschliesst,. dass die Kugel. welche zu- 
gleich in A und im zweiten Punkte berührt. von dem Ellipsoid 0 gänzlich 
umschlossen wird. und dass die Kugel. welche zugleich in A und dem dritten 
Punkte berührt, das Ellipsoid schneidet. Mithin sind die sphärischen Spiegel- 
bilder des ersten, zweiten und dritten Punktes respective der erste, zweile 
und dritte Punkt der Fläche g(x,y,.z)=0. deren Coordinaten durch Ein- 
setzung der Werthe o,. ©. 90, für o in die Ausdrücke /83.) entstehen. und 


man schliesst zugleich aus dem Gesagten, dass die Fläche (x, y, 3 0 dureh 
y’; y”; 
die beiden Ebenen 3 = — und le: "2 vollständig eingeschlossen wird. 
Tr. da 
$. 10. 


Es bleibt jetzt die Untersuchung der Fläche übrig. in welche sich die 
Fläche & verwandelt. sobald der Punkt A der xy-Ebene genähert wird. um 
zuletzt in dieselbe hineinzufallen. Nach den vorhergehenden Paragraphen wird 
die Fläche & beständig durch die Ellipse 
a” | y 
ey j Fer. 24 
begrenzt und bildet ein stelig zusammenhängendes Flächenstück. das innerhalb 
der Kegelfläche (78.) liegt und zwar zwischen der Spitze derselben im Punkte 
A und der zy-Ebene. Wenn der Punkt A gegen die zy-Ebene geneig! 
wird. so nähert sich die Kegelfläche einem zweifach genommenen durch zwei 
sich schneidende gerade Linien begrenzten Stücke dieser Ebene; mithin geh! 
die Fläche & auf die Weise in einen Theil dieser Ebene über, dass das 


Innere der Ellipse (14.) von der Fläche einfach, ein ausserhalb dieser Ellipse 
Q* 
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liegendes. mit ihrem inneren Flächenraume stetig zusammenhängendes Stück 
aber doppelt bedeckt wird. Zugleich sieht man, dass dabei der über das 
Innere der Ellipse (14.) oder die Fläche &, ausgebreitete Theil der Fläche & 
immer vorhanden sein muss, während das dazu kommende Stück der Ebene 
auch fehlen kann. 

Diese Betrachtung steht mit den Resultaten des $.7 in vollständigen 
KEinklange, indem das Innere der Ellipse (14.) oder die Fläche &, durch die 
Ungleichheit 

74.) G<O, 
das ausserhalb derselben liegende Stück der Ebene durch die Ungleichheiten 
5) 06>0, B-40>0,"B<o0 


| 
bezeichnet wird. Es kommt nun darauf an, für das letztere die Beschaffenheit 
seiner Begrenzung und, was damit auf das Genaueste zusammenhängt, die Be- 
dingungen seines Verschwindens zu entwickeln. 

Die Gleichung B5— A,C, = 0 bedeutet eine geschlossene Curve vierten 
Grades und B5— A,C, > 0 den ausserhalb derselben befindlichen Flächenraum. 
wie nachher gezeigt werden wird. Da A, stets positiv ist. so wird diese 
Ungleichheit immer erfüllt, wenn C,<_0 ist, d. h. der erwähnte Flächenraum 
schliesst die Ellipse C&,=0O in sich. Es kann ferner nicht zugleich B—A,C,=0 
und C,=0 sein, ohne dass D,=0 ist. Die Gleichung B,=0 bedeutet einen 
Kreis. und so folgert man, dass die Curven BB — A,C,=0 und C,=0 in den 
Punkten und nur in den Punkten zusammenlireffen, in welchen der Kreis B,—=0 
und die Ellipse C©,=0 sich schneiden. Also ist das Schneiden dieser beiden 
Curven ins Auge zu fassen, und da die Berührung in dem Zusammenfallen meh- 
rerer Schnittpunkte besteht, so genügt die Unterscheidung der folgenden Fälle: 

1. Der Kreis schneidet die Ellipse in vier Punkten. Es wird der 
Beweis gegeben werden, dass dieser Fall unter den vorliegenden Umständen 


nicht eintreten kann. 

2. Der Kreis schneidet die Ellipse in zwei Punkten. Alsdann zer- 
fälli die Contour der Ellipse in zwei Stücke, von denen das eine innerhalb 
des Kreises liegt und die Ungleichheit DB, <Z 0 befriedigt, das andere ausser- 
halb des Kreises liegt und die Ungleichheit 3, >0 erfüllt. Da nun die Curve 
B}i—A,C,=0 in denselben beiden Punkten von dem Kreise B,=0 geschnitten 
wird. so zerfällt ihre Contour ebenfalls in zwei Stücke, in denen respeclive 
B,<0V und B,>0 ist. Dagegen Iheilt der Bogen der Ellipse den inneren 
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Raum des Kreises B,<O in zwei Stücke, für die respeelive (4, >0 und 
C,<0 ist. und der Bogen der Curve vierten Grades theilt den inneren Raum 
des Kreises auch in zwei Stücke, für die respeclive Bi—A,0, 0 und 
B:—- A060, <0 ist: das Stück BD —-A,C, > 0 begreift aber das Stück C, < 0 
in sich. Folglich wird das durch die Ungleichheiten (75.) bestimmte Flächen- 
stück von dem Ellipsenbogen. in welchem B,<Z0 ist und dem Bogen der 
Curve B—-A,0,=0,. in welchem B,<-0 ist, beerenzt und zwischen den 
beiden Bogen findet in den beiden Punkten ihres Zusammentrelfens Berüh- 
rung Stall. 

3. Der Kreis schneidet die Ellipse nicht. Dann ist es denkbar, dass 
derselbe entweder innerhalb der Ellipse. oder ausserhalb derselben und im 
Raume B5;— A,C,>0,. oder ausserhalb derselben und im Raume Bi — 1,0, 0 
liegt. Das erste ist hier nicht möglich. weil der Mittelpunkt des Kreises die 

Ay 
er BE Basler, 
Ellipse C,=0 liegt; das zweite ist nicht möglich, weil dabei die Bedingung 
B,<-0O durch einen von der Ellipse C,= 0 abgesonderten Kreis erfüllt würde. 
und somit die Fläche & aus zwei getrennten Stücken bestünde: daher ist nur 


a’r 


Coordinalen x = hat und daher stets ausserhalb der 


die dritte Annahme zulässig. bei welcher der durch die Ungleichheiten (75. 
bezeichnete Raum verschwunden ist. Hieraus folgt. dass ein den Ungleich- 
heiten (75.) genügender Flächenraum existirt oder nicht existirl. je nachdem 
der Kreis D,=0 die Ellipse €, = 0 schneidet oder nicht schneidet. und im 
ersteren Falle ist die Art seiner Begrenzung unter 2. beschrieben worden. Die 
analytische Bedingung, von der das Schneiden der beiden Curven abhängt, is! 
zugleich mit dem zu 1. nachzuliefernden Beweise. dass ein Schneiden in 4 
Punkten nicht vorkommen kann, aufzusuchen. Die Elimination einer der Grössen 
x oder y aus den Gleichungen B,=0. C,—= 0 liefert für die übrig bleibende 
eine Gleichung vierten Grades. deren Betrachtung zu dem betreffenden Ziele 
führen muss: der folgende Weg schien mir aber einfacher zu sein. 

Jedes Paar von reellen Werthen x und y, welche die Gleichung (0 
befriedigen, wird erhalten und jedes nur ei» Mal, wenn man in den Aus- 


drücken 








7 ee a 
A = y@ 71) y=yp . 1 


NIIT 


r 


der Grösse £ alle reellen Werthe von —x bis +» beileet. Setzt man daher 
diese Ausdrücke in die Gleichung B,=0 ein, so hat die resultirende Glei- 
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hl 


chung vierten Grades die Eigenschaft, dass die Zahl ihrer reellen Wurzeln 
die Zahl der Punkte angiebt, in denen der Kreis B,—=0 und die Ellipse (,=0 
sich schneiden. Diese Gleichung nimmt durch Einführung der Abkürzungen 
2 2 
el re a’r 5°Y 
a + = — m, ————— a. —— = b' 
die Form an: 


93.)  (m+20)C*— 4a’S’+ (4a? — AP + 2m) — Aa’C+m— 2b — 0. 


und ihre Wurzeln sind in dem Ausdruck enthalten: 


Pr a’ 


rn u a Alu tr 
wo 9. %. 9, die Wurzeln einer gewissen eubischen Gleichung sind. Da 
das Product derselben stets positiv ist, so ist eine dieser Wurzeln ebenfalls 
positiv. und die beiden übrigen sind entweder positiv oder negativ oder complex: 
dem entsprechend liefert aber die Gleichung (93.) für T vier reelle oder vier 
complexe oder zwei reelle und zwei complexe Wurzeln. 
Nun geht die Gleichung für 9. %. 9%,. die ich nicht hinschreibe. 
durch die Substitution 


12 2 
FE ERER We; a +3 
(m -+- 2b’) m -+- Rb' 
in die Gleichung 
a 6° i r° Be 8 
wi en Koh Zr —z9 (i u er a 7 
( \ @ —y Br Y a ’ I rd 
94 .j a a Zr Er er de ie T. me = | 
as -+s s 


über. von der man sogleich die Eigenschaft erkennt, dass wenigstens eine 
ihrer Wurzeln grösser als —a’ sein muss. Aus einer solchen Wurzel folgt 
ein negativer Werth für 9, weil m wesentlich positiv ist und 5’ immer posi- 
tiv angenommen werden darf: es müssten aber die sämmtlichen Wurzeln 9 
positiv sein. wenn die Gleichung (93.) für © vier reelle Wurzeln liefern sollte. 
und daher ist diese Möglichkeit ausgeschlossen und mit derselben das Schnei- 
den der Curven B,=0 und Ü,=0 in vier Punkten. w. z. b. w. 

Ob die Gleichung (93.) zwei reelle Wurzeln oder keine reelle Wur- 
zel besitzt, das hängt jetzt davon ab. ob die Gleichung für 9 nur eine oder 
drei reelle Wurzeln hat. oder auch davon. ob die Gleichung (94.) für s in 
dem einen oder dem andern Falle ist. Wenn man dieselbe ordnet. so komm! 


/ 94°.) ++ ec’ s+c" on 0. 
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wu 
cd = «+P-Y-rV—-y. 
\ " 2: 2.2 2 RN 3 y \ 
/ b 'c u— 0 I "ad ——— 
94°.) (ey’+ßy PS, 7 u ) 
ı 29229 T y’ \ 
C av —— 1 
ie; ( 2 ? 2 2 


ist. und bekanntlich treten hier eine oder drei reelle Wurzeln auf. je nach- 
dem die Discriminante 


9) G@= eir—4c"— Ace" —27C""+18c’e"c” 
negativ oder positiv ist. Also ist die Ungleichheit 
0 

die nothwendige und ausreichende Bedineung dafür, dass die Gleichung (94. 
zwei reelle Wurzeln hat. dass die Curven C,—=0 und B,=0 sich in zwei 
Punkten schneiden, und dass der durch die Bedingungen (75.) bestimmte 
Flächenraum nicht verschwindet. 

Der Ausdruck G, als Function von x. 9 aufgefasst. enthält den alge- 


braischen Factor A, = — — + ——— — 1, da derselbe sowohl ec’ als e 


: . Bi . 
Iheilt; der Quotient g 'stin Bezug auf x und 9 vom sechsten Grade. eni- 


ie 
hält aber nur die Quadrate dieser Grössen und ist im Allgemeinen nicht in 
Factoren zerlegbar. Da nur solche Punkte (x. 9) betrachtet werden, für 
welche A, ist, so tritt unter den vorliewenden Verhältnissen die Uneleich- 


. G * ie Y * * 
heil re 0 an die Stelle der Uneleichheit @ — 0. 
u. 
0) . « . ® Pr er ” x (ı 
In Bezug auf die Coordinaten x, 9 bezeichnet mithin die Curve 0 


die Grenze zwischen den Punkten, für welche die Fläche & grösser ist als 
<b, und den Punkten, für welche >? mit &, zusammenfällt. Auf die allee- 
meine Discussion dieser Curve werde ich nicht eingehen und mich nur auf 
den Fall beschränken, dass «= 5 und die Fläche ein abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid ist. Dann ist die Curve C,=0, welche die Fläche &, einschliesst. 
ein Kreis 

De EN 


und die Discriminante @ geht in folgenden einfachen Ausdruck über: 


8 


a Y x 2 BELLE 3 2 2 2 Eu: 2 (a® Hy) 
9) = N): 


a ; 
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. « . 3 
aus welchem die Gleichung ; 
G @ > )\2 2, > (@ +7”) 
A d_-y ty) (x 6 Dune er ) 
3 2 Y 
. Try o G I \ 
lolet. dad ua=—= 5-1 ist. Demnach hat man — <O oder — 0. je 
al A, A, 
nachdem 
9) „) - (a® -: y")* 2 ) (a* 4 y?)° 
+9 << - oder r’-+y" en 
y _ Py,> no BER. 
ist. und es entsteht der Satz, dass die Fläche 2 mit der Fläche &, identisch 
wird. wenn der Punkt A in der xzy-Ebene ausserhalb des Kreises liegt. 
dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt des Ellipsoids S und dessen Radius gleich 
a® y? 
der Grösse ——— ist. Die Flächen ? und &, fallen aber für keine andere 
\a*- y’ 
lage des Punktes A zusammen, bei der A von dem Ellipsoide S in endlicher 
Entfernung bleibt: für die xy-Ebene ist dies im Vorhergehenden bewiesen, 
und für Punkte, die ausserhalb derselben befindlich sind, folgt es daraus. dass 
2, 
die z-Coordinate des Gipfels der Fläche $, 3 = er bei endlichen 
r+@ 
Werthen von x, 9. 3 und 3 >> 0 nicht verschwinden kann. 

In Betrelf des sphärischen Spiegelbildes &' der Fläche & ist zu be- 
merken. dass. weil der Punkt A in der xzy-Ebene liegt, auch dieses ein 
Stück dieser Ebene wird. Statt der Gleichungen (3.) sind hier die folgenden 
anzuwenden: 

| bi x —ı y- y—y 
T=I+n.  YJy4. 
ar \ r « , y l 
(90.) 
n ’ N; ’ ) 
| ne Fe ii Ai 23 
und vermöge derselben ist die Gleichung des Spiegelbildes der Ellipse ©, — 0. 
bezogen auf den Punkt (x, y’). diese Gleichung vierten Grades: 
eis "+2 —r)”’ (vr — y)’ 2 
a ee 
le ; ei; 
Die Gleichung des Spiegelbildes der Curve vierten Grades B’— A, =. 
bezogen auf den Punkt (x, y'). wird dagegen die folgende Gleichung zweiten | 
(rades: 
ha .. We WE A A ) En 
\4 Fa) MD Nat Mr‘ } 
(98.) / * . 
Be @—-n', WW ay—ye)" _g 
a Pr (N - I) 
’ 
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welche eine Ellipse darstellt. so lange der Punkt A, der Annahme vemäss. 
ausserhalb des Ellipsoids S liegt. Da sich der Punkt A, wie leicht zu sehen. 
stets innerhalb dieser Ellipse befindet, so bezeichnet die Gleichung Bi — A,C, 0 
eine geschlossene Curve, und aus der Form der Gleichung (98.) kann ee- 
schlossen werden. dass die Uneleichheit B5—4A,C, 0 in dem ausserhalb 
dieser Curve liegenden Flächenraume Gültigkeit hat, wie oben behaupte! 
wurde. Somit dient die Betrachtung der Fläche &’' wieder zur Ergänzung 


für die Untersuchung der Fläche &: in Betreff der Gestalt von &’ bildet sich 


(1 ’ " ’ 
aber das Resultat, dass unter der Bedingung 0 PP’ durch die Curve 


vierten Grades (97.) begrenzt wird und mit &_, identisch ist. dass dagegen 


° (i r VI. j ® 
unter der Bedingung re 0 & aus der Fläche &_, und einem anderen 
£ 


0 
Stück der @y-Ebene besteht, das von einem Bogen der Curve (97.) und einem 
Bogen der Ellipse (98.) eingeschlossen wird. Diese beiden Bogen werden 
aber durch die Ungleichheit 
er 2 2 2 2 v 
a Pe 


characterisirt. da sie ausserhalb des Kreises liegen müssen, der das sphärische 


l re —r) Yyy-y) [ y° \r 
se ru rn a: _ „Se -( Er - re 2 Br, 1)r 
dd SE ee 


Spiegelbild des Kreises B,=0 ist: denn der Punkt A liegt immer innerhalb 
des Kreises B, =. 


Bonn. den 6. November 1861. 


Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 1. 3 








Ueber eine der Theilung der Zahlen ähnliche Unter- 
suchung und deren Anwendung auf die Theorie 
der quadratischen Reste. 


(Von Herrn Stern zu Göttingen.) 


1) D:. Theilung der Zahlen besteht, wie bekannt, in der Aufgabe, 
zu finden, auf wie viel Weisen sich eine gegebene Zahl aus gegebenen Ele- 
menten, die nach einer vorgeschriebenen Regel zusammengesetzt werden, bilden 
lässt. Eine ähnliche Aufgabe ist folgende: Es ist eine Anzahl Elemente ge- 
geben. und es soll gefunden werden, wie viel aus denselben gebildete Zu- 
sammensetzungen einer gegebenen Zahl, nach einem gegebenen Modul, congruent 
sind. Im Folgenden sollen diese Zusammenselzungen ausschliesslich Combi- 
nalionen ohne Wiederholung bedeuten, so dass die einzelnen Elemente jeder 
Combination durch Addition verbunden sind. Solche Combinationen werde 
ich daher, da keine anderen vorkommen, kurzweg Combinationen nennen. Es 
wird zugleich vorausgesetzt, dass der Modul eine Primzahl ist. 

Sind unter den Combinationen, die sich aus den gegebenen Elementen 
bilden lassen. m Combinationen enthalten, welche einer Zahl » nach dem 
Modul p congruent sind, so werde ich dies so ausdrücken, dass ich sage: 
die Zahl » kommt m mal unter den Combinationen vor. 

Während nun die Anzahl der Darstellungen einer Zahl aus gegebenen 
Elementen nur durch sehr verwickelte Formeln ausgedrückt werden kann, ist 
der Ausdruck, welcher angiebt, wie oft eine gegebene Zahl unter den Com- 
binationen vorkommt, in den Fällen, die hier betrachtet werden sollen, ein 
ziemlich einfacher. 

2) Eine einfache Aufgabe dieser Art erhält man, wenn die gegebenen 
Elemente 1. 2, 3. ... p—1 sind, der Modul p. Ist z.B. p=5, also die 
gegebenen Elemente 1, 2, 3, 4, so sind die sämmtlichen Combinationen: 


I=1l,2=2,9=93,4=4 14+2=93, 1493=4 144 =(, 243 = 0, 
244 =, 344 =2, 13 =l, 14244 =2, 14344= 3, 24344 4, 


1+2+344 =0. 








u 
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Es sind demnach 


die Combinationen 1+4: 2+3; 142-4344| = 0. 
1; 2+4; 1+2+13 = %, 
2; 3+4; 1+2+4 == 2, 
3; 1-+2: 143. -4 Bi 
4; 1+3; 2.13- 4 4. 


und man sieht hieraus, dass jede der Zahlen 0. 1. 2. 3, 4 gleich oft. nämlich 
dreimal. unter den Combinationen vorkommt. 


Das allgemeine Gesetz ergiebl sich aus folgenden Betrachtungen. Setzt man 


) 


I+z)1+8)...(1+2””) = 140,02 +92°+.-+a,a' 


so ist bekanntlich a, die Zahl. welche angiebt. wie oft sich die Zahl # aus 
den Elementen 1, 2.... p—1 zusammensetzen lässt. Setzt man aber =? —1. 


so dass r eine der Wurzeln der Gleichung 2? —1—=0 bedeutet. so ist mithin 


+1 ! 


-zP'’ us. w. Zieht man daher alle Glieder. welche Potenzen von 


BE , 
x enthalten. deren Exponenten nach dem Modul p congruent sind. in ein ein- 
zioes zusammen. so hat man 
2\ f | vy—i k ı | We n R 
x) (1+ .(1-+r ) ——— 1- A,2- Asa a A A,a ers T AP; 


Hier bedeutet nun aa A, die Zahl. welche angiebt, wie oft # unter den 


Combinationen aus den Elementen 1. 2, ... p—1 vorkommt, A, bezeichnet. 
wie oft Null unter diesen Combinationen vorkommt. Setzt man 1--A, = A,. 


hat man demnach 


1) A+2)(1+2)... 1427") = A+Act+H+A,04 +A,_ ar: 


7 


kommt also nur darauf an. die Grössen A,. A, u. s. w. zu bestimmen. 
Bezeichnet r eine Wurzel der Gleichung —1=0 (die Einheit aus- 


‘ 


- 2rı =. 
genommen) und man setzt — =w, so kann man r = c05w+-sinw.‘ selzen, 





p 
und es sind dann die übrigen Wurzeln vr’, r’, ... r?”'. Aus der identischen 
Gleichung 
folet aber 
(2) (e-r)(e—r)... (er) = an +er 4er 
und. wenn man 2 = —1 setzt, 


(1+r)(1+r°)...1+r”) = 1, 
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\ 


also nach Gleichung (1.). wenn man 2 =r setzt. 
Au+ Aır+Asr’ + -- +A- ET 


oder 


In Folge der bekannten Gleichung 
(3.) 1 r+r’- ... + r? —_ 0. 
die man auch aus (2.) erhält, wenn man x —=r setzt, ergiebt sich hieraus: 
A,=A=A= +=A_ı- 


Da die Gleichung (1.) auch für ze = 1 ihre Geltung behält, so hat man auch 


A+ A ++ A, = 2, 





oder 
A, -— A, t...4 A,-ı 1 it, 
also 
Ei 
A, u A; EEE nn A, peu —— ( 
p 
Es ergiebt sich demnach hieraus, dass jede der Zahlen 0, 1. 2,... p—I 
HP Bin 
oleich oft und zwar —z mal unter den Combinaltionen aus den Elementen 
7 ) 
I. 2. ... p—1 vorkommt. 
3) Um zu erfahren, wie oft. unter Beibehaltung der bisherigen Vor- 
aussetzungen. die Zahlen 1. 2, ... p—1 unter den Combinationen mit einer 


geraden oder mit einer ungeraden Elementenzahl,. welche ich kurz gerade 
oder ungerade Combinationen nennen werde, vorkommen, gehe man von der 
Gleichung 
1-)1—-r)...1-a) = 14+b,c+b2°+..- +b,0+.-- 

aus. Hier bezeichnet 5b, den Unterschied der Zahlen, welche angeben. wie 
oft sich die Zahl # aus geraden Combinalionen zusammensetzen lässt, und 
wie oft aus ungeraden. Setzt man aber wieder 7? =1 und 

1-z)1-r)...(1-ar) = 14+B,e+B,2°+..:+B,e-+--- +B,2, 
so bezeichnei nun D, den Unterschied der Zahlen, welche angeben, wie oft 
die Zahl 2 unter den geraden und unter den ungeraden Gombinationen vor- 
kommt, D, bezeichnet den Unterschied der Zahlen, welche angeben, wie oft 
Null unter den geraden und unter den ungeraden Combinationen vorkommt. 
Seizt man 1+B,= B,, so hat man auch 


4.) (d-za)(1-2)...(1-ar) = B+B,c+.  +B,1e". 





ie 
Br 
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Aus der Gleichung (2.) ergiebt sich, wenn man © =1 setzt. 

(1—r)(1-r)... 1") = p, 
mithin 

B,+Bır+.--+B,_ ur = p. 
Hieraus folgt 

Brei he...=B 
also 

.) BB, = pP. 


Da die Gleichung (4.) aber auch für x =1 gilt, so hat man auch 
B,+Bı+:::-+B_, =. 


} 


oder 


6.) Bu+t(p-NYBı = Vd. 
Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt daher 
B, en B; —_ es ss ı — B,-ı = — l z B - p — = 


p 
d. h. jede der Zahlen 1, 2, .... p—1 kommt unter den ungeraden Combinationen 
einmal mehr vor als unter den geraden. die Null dagegen kommt unter den 
geraden CGombinationen p—2 mal mehr vor als unter den ungeraden. So zeig! 
sich bei dem oben berechneten Beispiele für p=5. dass die Zahlen 1, 2, 3, 4 
zweimal unter den ungeraden Combinationen vorkommen und nur einmal unter 
den geraden. während Null dreimal unter den geraden und gar nicht unter 
den ungeraden Combinaltionen vorkommt. Verbindel man dies mit dem Er- 
gebniss in 2), so hat man den Salz: 





Jeder der Zahlen 1, 2, 3, ... p—1 sind u > -3 oerade Gom- 
Bew. | 
binalionen und —, — +} unge "ade Combinationen congruent. der Null da- 
<| 
p—] 
} eh p—? . az 2 3 p—?2 
gegen sind —,—— + —,— gerade Combinationen und —.—— - un- 
2p au: Su 2p 2 


gerade Gombinationen congruent. 


4) Verwickelter ist die Untersuchung, wenn die Gombinationen aus 
den Elementen 1. 2, ... 4(p-—1) gebildet werden, während der Modui. wie 


irüher, p ist. Hier muss man von der Gleichung 
1+z2)1+2°)... 142?) = I+92 +00 +: 
ausgehen. Setzt man wieder x? =1 und unter dieser Voraussetzung 


.) A+2)1+2°)... 12) = G+OG2+- +92 + +0,10", 
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bezeichnet nun C, wie oft die Zahl # unter den Combinationen aus den 
Elementen 1. 2, ... 3(p—1) vorkommt, und wenn man (,=1-+-C, setzt. 
bedeutet C,, wie oft Null unter diesen Combinationen vorkommt. Behalten 


r und @ ihre frühere Bedeutung aus 2). so hat man mithin 
8) A4nd+r)...A+re®) = +0 r+-+0r +++ 0. 
Nun ist 
I+r = 14-0080 +sinwo.?= 2cos Io (cos 4w-+- sin io.i). 
1+r° — 2.0050 (C0S®+siNnw.i), 


® . ® . ” . - . . 


+ rte9 - = 2c0s (PI >-)[eos u 2 = )-+Hsin(2Z" = 





il 
Seizi man 
An 3 re) 
2 


hat man mithin: 





u >\ Yo} I — w‘ e 
AH4r)d4r).. A410) =210=Deos}w cosw...cos(F- > )[eosko-+ sin kw .i], 


Ist 142. .-+3(p—1) eine gerade Zahl, also % eine ganze Zahl. so ist 


\ 


coskw--sinkw.i die Wurzel r* der Gleichung <?—1—0. Ist aber 1424-44 (p—1) 
437 und rt’ 
1 p—1 


. r 14 Y . ) I Wu ” f f | ) 
wieder eine Wurzel der Gleichung = —1=0. Nun ist 14+2-+-.- + I une nu 


ungerade, so ist k+4p eine ganze Zahl, mithin coskw-+-sin kw. i— —ı 


gerade oder ungerade, je nachdem p=8n+1 oder p= 8» +3. Bezeichnet 
daher A den kleinsten positiven Rest der Zahl k im ersten Falle oder der 
Zahl k-+4p im zweiten, nach dem Modul p, so dass jedenfalls 


1424... +1(p 1) =, 











a I j 1 2 — . » 
so ist r' ein Werth aus der Reihe r, r*...r””', und man hat jedenfalls 
dn 
coskw-+sinko.i = (—1) * Fr”, 
also auch 
ı 1 pi o‘ Aka 
nr S\/ | 2 „ip u Bi we.‘ | | ; 
4-+r)1+r)...(I+r ) = Ar cos iwcosw .... cos( — le) 3. 
Nun ist 
’OS 1 9) » WW. (#7 —1 w Br 1 
C0S5 cos . COS 7 — SIP=D > 


also 


9) A+4n)d+r)... A4re®) = (-1) Fa 





vr 


” 
A N 
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und nach (7.) 
G+CGr+Gr+..-+Gr"+- +0 _r = (-1) ® rt. 


es muss daher 
Allan 


Lj Y \ 8 ’ 
G _ Ü = Ü, 5 E Won 1 (—1) — ve — C, | 
sein. Da die Gleichung (7.) aber auch für e=1 statt hat, so ist auch 


++ +, = Re, 








mithin 
(p-DG+C, re Dil Es 
| 
0,—C, ar (—1) 6 R 
also 
2 hate 
2 ° (—1) 8 
C, = nenn 
pP 
und überhaupt, wenn # einen anderen Werth als % und p bezeichnet. 
p—1 p 1 
en = u 
(10.) RE Seller Sara Bi 
p 
2. 2 ah 
’ 22 — (1) 8 , 
(11.) In I n 7. U CE . (- 1) S 
Roh 2 
BP RE 
(12.) C, Zu a1 = Sn ua . 


wodurch für jede der Zahlen O0, 1, 2, ... p—1 bestimmt ist, wie oft sie 
unter den Combinationen aus den Elementen 1, 2 ... 4(p—1) vorkommt *). 
5) Setzt man in der Gleichung 


(1-z)(1—-2°)... (1-2) = 14,2 +0’ +--- 
wieder 2” = 1, und alsdann 
2 0-9) — 11A 210.22 ww 2 
1-z2)(1-8)... 1-27) = 14 BC + BR + ++ + Par, 
so bedeutet /, die Differenz der Zahlen, welche angeben, wie oft die Zahl / 
unter den geraden und unter den ungeraden Combinationen aus den Elementen 





*) Beiläufig ergiebt sich aus diesen Formeln der Charakter der Zahl 2 als 
2 N id 
quadratischer Rest. Denn da C; eine ganze Zahl ist, muss 2? =(—1) ® sein. 
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1. 2. ... 43(p—1) enthalten ist. Ist %,=1-+-/,, so ist demnach 
13. 1-a)1—-8)... 1-2) = H+hat+ Pet + pP," 


und ebenso 


4-a),(1-2")... 1-20) = AHA tert th, er. 
Mithin 
Gd-r)I-r).. dr) = Brhr Het, 
d-)A-r)... (dr) = tt Here, 
oder. da r"!=r', r’=rf”, .„.. Mt Ad 
1 te+H9) (1 rer9).. (dr?) = A+ßırn ++, re, 
also. mit Rücksicht auf (I—-r) (Ir)... (I—r’"')=p aus 3). 
Bt+Piır ++ Pr) (Po+ Pi terre) ep 
oder. wenn man entwickelt, 
P% 7 + ... Pr + BPthßt+P,- ı Pu) + (BußatPpıßst""+Pp-iPı) a u2E 


+ At Art + Roh)" = pP. 
Damit diese Gleichung bestehen kann, müssen alle darin vorkommenden Po- 
tenzen von r denselben Coefficienten haben. Nennt man diesen g, so hat man 
M+A+ "+ tglr Hr Het) = op, 
oder in Folge der Gleichung (3.) 


\ 22 22 | 
(14.) MtPAit+t + = pH+9- 


Ausserdem hat man das System von p—1 Gisildanben: 


+) | J_ je) ) % 
IR ‚Pi +P, 1/ Mh en r= 4; 
15.) \ + = 9, 
/) /) 9) M] 
Brit Pr fot + rn = 6 


Addirt man diese er Gleichungen und bemerkt, dass 


Pu(Pı+ „+ +ß,.-1) _. Po(Po + Pı 7 +, Io 
Pesch +++ ß) un Pi (Po+ Pı ge 
Bot At th) = At hıt +) Pr 


so folgt: 


16.) (BtAt th) -BtAt th) = (p-1)g 
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« 





Er 
2 
4 
‘3 
3 


Nun gilt die Gleichung (13.) auch wenn man r —1 setzt. dann verschwinde! 
aber der erste Theil und man hat 


17.) PAtpıt+"+Pß, = d. 
Aus (16.) folgi demnach 
A+fit + = -(p-N)g. 
»  Verbindet man diese Gleichung mit (14.), so ergiebt sich 
p+g = -(p-1g, 
2 oder 
{ g= 1. 
Demnach geht (14.) in 
| 18) Btßi+ + = p-1 
über, und das System (15.) in die p—1 Gleichungen 
Ahr +Ar + th = 1; 
Buße + A P3 ++ +ß,-i1Pßı = —1., 
19.) $ 
Bat fkatt tina = 1 
BPr-it+PıPßo +'-+P, ET PRR = —1. 
Man sieht leicht, dass diese p—1 Gleichungen paarweise identisch sind. näm- 
lich die erste und die letzte. die zweite und die vorletzte, u. s. w. 
’ 6) Aus der Gleichung (18.) folgt. dass nicht alle p Grössen 3. ...}_ 
| zugleich — 1 sein können. Es muss vielmehr entweder zur eine derselben 
Null sein. und dann sind alle übrigen der Einheit gleich. oder es müssen 
mehrere Null sein. während zugleich mehrere grösser als die Einheit sind. 
Es soll nun aber gezeigt werden, dass immer das Erstere der Fall ist. und 
zwar ist immer /, und nur dieses =0, wo h dieselbe Bedeutung wie oben 
‚in 4) hat. 
Wird nämlich 5%,=0 gesetzt. so bedeutet dies, dass die Zahl # unter 
; den geraden Combinationen ebenso oft vorkommt, als unter den ungeraden; 


- es muss daher das entsprechende €, in 4) eine gerade Zahl sein. Sobald 
aber # nicht =Ah oder = p ist. muss C, nach (10.) eine «ngerade Zahl sein, 
mithin kann das entsprechende /, nicht Null sein. Ferner bedeutet /, die 


RR VB Ara 


um die Einheit vermehrte Differenz der Zahlen. welche anseben. wie of! 


Null unter den geraden und unter den ungeraden Combinationen enthalten ist. 
Wäre A,=0, so müsste diese Differenz ——1 sein. d.h. es müsste Null 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 1. 10 


F} 
N 
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unter den ungeraden Combinationen einmal mehr vorkommen als unter den 
geraden, also müsste C, eine ungerade Zahl sein, während sie nach (12.) 
eine gerade ist. Es folgt hieraus, dass von den Zahlen 4, Pı> - -- P,.ı nur 
die Zahl 9, Null sein kann und daher auch sein muss. Die Zahl A kommt 
demnach unter den geraden Combinationen ebenso oft vor als unter den un- 
seraden und zwar nach (11.) 


pl pl pl 


Bl ne = ER >’ Di 
2p ae Ze 








mal. 

Mit Ausnahme von /, sind demnach sämmtliche Grössen /%. Pi. 
der Einheit eleich, und es ist nun noch zu untersuchen, ob die Grössen 
Po» Pi» -.. der positiven oder der negativen Einheit gleich sind. Aus der 
Gleichung (17.) ergiebt sich, dass immer die Hälfte derselben der positiven 
und die andere Hälfte der negativen Einheit gleich sein muss. Mit Ausnahme 
der Zahl % kommt also von den Zahlen 1, 2, ... p—1 jede entweder einmal 
mehr unter den geraden als unter den ungeraden, oder einmal mehr unter 
den ungeraden als unter den geraden Combinationen vor. Es ist nur noch 
zu untersuchen, wie sich die Zahlen unter diese zwei Klassen vertheilen. 

7) In der Reihe 

1+2, 1+2+3, ... 142+.-++p—1 
haben die ersten Glieder, bis zum Mittelgliede 1-2 -+---+-4(p—1) einschliess- 
lich, verschiedene kleinste positive Reste nach dem Modul p. Denn hätte 
man 14+2+.-+Ak=a und zugleich 1+2+.--+k+. + +-k+l= «a, während 
k<4(p—1) und k+1—= 4(p-1) ist, so wäre 


y +1 E. 
(+1) +(k+2) +++) = 1(k+ I) = (2k+ 141) = 0, 


welche Congruenz nicht bestehen kann, wenn wie vorausgesetzt wird. 
<p-—1 ist. Die Glieder, welche auf das Mittelglied folgen, (abgesehen von 
dem letzten) geben dieselben Reste, wie die vorhergehenden, nur in umge- 
kehrter Ordnung. Denn es ist, wenn k<4(p-—1), 


1424. +k = 1424. +k+k+14+--+p 1, 


da k+1+p—k-1=0, k+2+p—k—?=0, us. w. Das Mittelglied ist 
also keinem anderen congruent. Endlich ist das letzte Glied 


1+2 +. +p—1 - ee) —=(. 
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Bezeichnet man durch @,., @, ... @,,_ı, die kleinsten positiven Reste 


der Zahlen 1. 1+2, 1+2+3, ... 142+--+1(p-1 


| )» so ergiebt sich aus 
dem Vorhergehenden. dass man statt der Reihe 
AH. 14! LAHM... Lgpmtlt2t.. 4-0 
auch schreiben kann 
I) 242 "Hr "+42 ED LE He 
Bezeichnet man nun aber diejenigen unter den Zahlen 1, 2. ... p—-1. welche 


nicht einer der Zahlen a,. «@,, ... @,,_ı, gleich sind. durch b,. b,. ... b 


(7 l) 
so ı1sl 
1 i > = ; l 6 dl = fl , y —b, Ben © l \ 
+ rent =—ler '+4r 'Het4r ED Lp tr ern 
ode: 
7 ir; —l._n b —b, —b, 
I--r -rr '+4r ud = _p '_r ’—e—r 109 


Man kann daher statt der Reihe (J.) auch schreiben: 


— fl — { — I, r b — l b 
e 2 9 t (r 3 f 1 
I+r '+r "++ 4+4r Wr pr er 3 


N ) 
Hier fehlt das Glied mit dem Exponenten —a,,_,, die übrigen Glieder sind 
positiv oder negativ. je nachdem ihre Exponenten aus der Reihe —a, u. s. w 
oder aus der Reihe —b, u. s. w. genommen sind. 
Nun hat nach Gauss *) die Reihe (H.) auch den Werth 

(1—r) 1—r’)(1—r?)... 1—r?*). 
also ist 
, e . en —ı — 1, —l, il -b, 
(1 -r)(1 -r?)...(1—r' ) = 1-r tr + fr ir) _ r r ee U ) 
so dass in dieser Entwickelung die Hälfte der Glieder positiv. die andere 
Hälfte negativ ist. Man setze aber in diesem Ausdruck r"' statt r und schreibe 
die Factoren in umgekehrter Ordnung. so erhält man 

1-9) Art)... d-r)(1—r"') 


L> 4{r" I.°4 RER, © u Re, SERIE Sul 1) 
ng I | 


oder. was dasselbe ist. 


l l l 


2 u FR BT a a, Ma f Kino 
20.) A-r)Ai-r)... Ar?) =14r '+4r ’+..4r Pr rer UV 


Aus der Gleichung in 5): 


(1—r) (1—r ..(1-r!tD) . Bo+ Pır+ Par +++ P,i 


*) Summatio quarundam serierum sing. in Comm. soc. Gott. T. 1. 
q ie) 


10 * 
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ergiebt sich aber, wenn man r’ statt r setzt, 

re \ [ 2\ / N 1 ie ’) at . nn . (vl 

@1.) (d-r)i—r)...id-r) = A+Ar+ßr + three”. 
In dieser letzteren Reihe fehlt das Glied mit dem Exponenten 2%, da in der 
vorhergehenden, aus welcher sie abgeleitet ist, das Glied mit dem Exponenten 
h fehlt. Nun ist 2h=a,,_.n, also fehlt in (20.) wie in (21.) das Glied mit 
dem Exponenten a,,_n- 

S) Wenn aber zwei Ausdrücke 
L+Lr+.++L,,r””" und M+Mır-+-+M, {ir 


denselben Werth haben, und es sind Z, L,,... L,_, so wie M, M,.... M,_ı 
reelle Zahlen (oder Null), und zugleich der Coefficient einer Potenz r* in 
beiden Ausdrücken derselbe, so müssen auch alle übrigen Coeflieienten, die 


zu derselben Potenz gehören, dieselben sein. Denn da 
L-M+(L,—-M)r+(L.—M)r+-+(L,Ü-M,_)r" = 0. 
so muss L-M=L-M = =L,—-M,=--=L,ı,—M,_ı sein. Ist also, wie 
vorausgesetzt wird, L,=M,, so muss auch A=M, 1L,=M,, u. 3. w. sein. 
Da nun die beiden Reihen in (20.) und (21.) denselben Werth haben, und die 
Coeflieienten der Potenz mit dem Exponenten «a, ,_,, in beiden Entwickelungen 
dieselben, nämlich =®, sind, so müssen auch die übrigen Coeflicienten. die 
zu derselben Potenz „ehören. dieselben sein. Man hat also zunächst 
A = 
bedenkt man nun, dass %,—=1+7, und also 5%, = 0, so folgt hieraus nach 


9) der $alz: 





Unter den Combinationen aus 1, 2, ... 4(p—1) giebt es ebenso viel 
verade als ungerade, die =0 sind, und zwar nach (12.) von jeder Gattung 
„-ı Pin 

ae Zu n u 
2p 2 
Was die übrigen Coeffieienten /,, 2, . . . betrifft (insofern sie nicht 


eiwa = /, sind), so wird allgemein /,„ der positiven oder negativen Einheit 
sleich sein, je nachdem 2m einer der Zahlen @,, @&, ... 4,,,_s3, congruent ist 
oder nicht. Bezeichnet man daher durch Zirgend eine der Zahlen 1, 2,...p—1 
(h ausgenommen). durch @ wie oft sie unter den geraden, durch U wie oft 
sie unter den ungeraden Combinationen vorkommt, so hat man 

G—-U= +1, 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 2/ einer der 





Zr. 
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Zahlen a,,. &. ... congruent ist oder nicht. Verbindet man diese Gleichung 
mit der Gleichung (10.) 
21 | a. 
NE > BE ER RE 
(7 “er U _ ( „ = \ FREE 
pP 
so findet man im ersten Falle 
| ai p’—1 pr 
, 2: — (—1) ® 1 2 ? 1 S 1 
(i BEREIS: VOPERSINHSESANBESANENE Ze . 4 U m nennen 
<p 2 2p 2 
und im zweiten 
p—I Fr 3 Y l / l 
Bu TE 1 .—.- 
PAY Fe A 
2p 2 2» 2 


Durch die Erörterungen in 6) und 8) ist also nun vollständig be- 
stimmt, wie oft jede der Zahlen O0, 1, 2, ... p—1 unter den geraden und 
unter den ungeraden Gombinalionen vorkommt. 

9) Sobald der Modul p gegeben ist. kann man nach dem Vorher- 
gehenden entscheiden, ob irgend einer der Coeffieienten ,, /- positiv 
oder negativ ist. Die vorhergehenden Betrachtungen führen aber auch zu 


einigen allgemeineren Bestimmungen. 


— 

u 
_ 
u 
wen 
— 
DS 


.‚1—r Hp )) = (- 1 )}? (pl 1)(r® 1)... 
_ (pen (> 
und 14-24... +4(p-1)=?2h, so ist 

(19 A4—r)1—r)... 1-9) = Fir )i-r°)... (1 re 


d. h. 
lm / I / )— hf h- 2 x 
(—1)?% + Pırt+-+P „9 m =? (Po+ I ’ I [ „N IT P, 4 


pP 


\ 9 / “ y \ 
EI 
rilt+?+... T A p l) 





mithin 
: —1) I) ) 
(—1)3% gr ns [Fh k° 


Ist namentlich = 0, so hat man, da 9%, =1, 

(22) Par = (N), 
d. h. /,, ist der positiven oder negativen Einheit gleich. je nachdem p 4» 4-1 
oder p=4n—1; im ersten Falle enthalten also die geraden Combinationen 


und im zweiten die ungeraden eine Combination mehr, die — 2% ist. Nun 
» gehört aber die Combination 1+2 +. .++1(p-1), die ja selbst = 2% ist, zu 


den geraden oder ungeraden Combinationen, je nachdem p = 42-1 oder 
—=4»—1 ist. Man kann daher auch sagen: 


a 
Ri 
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Von den geraden und ungeraden Combinationen, die = 2h sind. wird 
diejenige Gattung. zu der 14+2+4----+4(p—1) gehört. immer eine Combination 


mehr enthalten. 
Einen anderen Zusammenhang unter den Grössen A}. Ps» ... findet 
man. wenn man von der Formel 


i _p: =. 2 __ "p—I 
23) Ad— rl )...(I—rP) 


r 
r 


) enden. Are) 


ausgeht. Nach Gleichung (8.) folgt hieraus 











ey BIETE de 
.) ß, | dr 4 en Pr ırP° l | ’ | p- N R 
Mithin 
6,4 PıC,_H PC + +P, Ri we ß, 
ee 
oder, da nach 4) &,—(—1) ® =0G,=C, u. s. w.. 
pi 
(Po+Pı + Pr Y P, u +(-1) P, } P 
pi 
also. wegen (17.), = (—1) °” P,_., d.h 
PB l 
9: M] Be - 
(25.) IP; L — (—1) 


Dies giebt den Satz: 
Die Zahl p—h kommt einmal mehr unter den geraden oder unter den 
ungeraden Combinationen vor, je nachdem p=®8n+1 oder =S8»n +3 ist. 


Aus (24.) findet man ferner 








pP—1 

Pyp+n gr (+37 x P, h+1* 
p?—1 

Pı = (1)? Por 
are 

Pyn+3 (1) . I’p—h+-3 + 
u 3% WW; 


10) Berücksichtigt man die Gleichung (9.). so kann man die Glei- 
chung (23.) auch in anderer Weise benutzen. Es folgt nämlich daraus 





' 21; f e+ p Dun 1 
ß, —— B, ii + ß, r* = so. Pr 1 r\ p 1 ) ep ( 1 \ S „ 
En 2 a N ) ’ 
ß,+ 8,1 +ß,r +++ P,—ifr 1 





Ne hi ar ra # VE 


ERTE 


DERRSRHE 


RATE EEE 






h 
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"= oder, wie man auch schreiben kann. 
| Be 
/ \ 8 ihr a n; h+p—1 
( -1) [Pur . Pıf Due 1 = 14 / ] 
— eh 2 Mr a: , „! ' 3 N * R 
Pu TrpıT4 Be nr PypH+HyFT Pia) TH P, ‚F 
rs ee > . m) _ I D— 
Port Pup4n tr Pır Pur! TI TPp- ‚r PPUp-n! 
Auf der rechten Seite dieser Gleichung gehört also zu jeder Potenz mil 
geradem Exponenten 2s der Coelfficient 9, und zu jeder Potenz mit unveradem 
Exponenten 2s--1 der Coefficient Pu ,.2..n: Es sind demnach zwei Fälle zu 
unterscheiden. je nachdem % gerade oder ungerade ist. 
Im ersten Falle hat man 
— I 
HR Pan 
ll. 
/ 1 8 (ed 
\ Pı Pılp h41)» 
v—l 
F \ S /) > 
nr 172 = IPych+2)9 
pP’ I 
S ) ’) 
( 1) [?3 —_ Fi h-4-3) » 
u. S. W. 
ım zweiten dagegen 
p2 1 
S > > 
\ 1) Mu — JPyp-+h)9 
p?2 1} 
f 1 27 u .) 
(—1) Pı = Pıa49> 
pt 
na ur TEEN 
\ —1) 172 — Pup+hr2)s 
p? 1 
S /) ” ’) 
(—1) 73 — fPPıch43) 
u. S. W 
Man hat also namentlich, je nachdem % gerade oder ungerade ist. 
| pri p?2 N 
26) Sa=-1) ? oder Am (-l) ° 


und nach (25.) 


u FE R) So 
>= Pyn oder 9, = Pyursn- 


| 11) Es wird nicht unangemessen sein, die vorhergehenden Betrach- 
tungen an einem bestimmten Beispiele zu erläutern. 
Sei p=13, so vertheilen sich die sämmtlichen Combinationen (bei 


welchen ich, der Kürze halber, die + Zeichen zwischen den einzelnen Ele- 
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menten einer Combination weglasse). aus 1. 2. 3. 4. 5, 6. in folgender Weise 
unter die Zahlen O0. 1. 2. ... 12. Es sind 


die Combinationen | 
256: 346: 1246: 1345 | 


=. 
1: 356: 1256: 1346: 35 |= 1. 
2: 456: 1356: 2346: 1935 | = 2. 
3: 12: 1456; 2356: 12346 | = 3. 
4: 13: 2456: 12356: = 4. 
5: 14; 23: 3456; 12456 = 5. 
6: 15: 24: 123: 13456 | = 6, 
16: 25: 34: 124: 356 |= 7 
26: 35: 125: 134: 123456 | 


ll 


36: 45: 126: 135: 234 = %9, 
46: 136: 145: 235: 1234 
6: 146: 236: 245: 1235 ı = 11. 
156: 246; 345; 1236: 1245 | = 12. 


un 
ann) 
— 


Hier ist 
1124344546 a .- Bi” 


2 u 2 
also = 4. Die Nuli kommt viermal unter den Combinationen vor. die Zahl 











I ebenfalls. alle übrigen Zahlen kommen fünfmal vor. Dies stimmt mit den 
Formeln in 4) überein. Ferner kommen bei Null und 4 gleichviel Com- 
binationen in den geraden und ungeraden Klassen vor. und zwar in jeder 2. 
„=0. A, =0 in 6) und $). Aus der 
obiven Tabelle ergiebt sich weiter, dass hier 


übereinstimmend mit den Formeln / 


5 = | 5 > nr — j P3 — 1 . P; — l . Pe Bun u . ß, — . Ds m | . 
BR=—1l ’ fi —] . Pu — —1 - Pia rn . 
Nun isi 


2.1=1+2+3+4445; 2.3=1+2+3;, 2.5 =1+2+9344; 27 =1; 28=1-+2, 


daher müssen in der That, übereinstimmend mit 8). 9. Ps» Ps» Pr, Ps positiv. die 


übrigen negativ sein. Auch ist hier 5, = Ps =1 und 9,_, = Pa = —1. ebenso 
9; = /» = —1 übereinstimmend mit den Formeln (22.). (25.) und (26.). 


12) An die obigen Betrachtungen schliesst sich auch noch folgender 
Satz an. Wenn man in dem Ausdrucke 


Ir) 1 r)1-r*)... 1-r@D* 





SE 

ER 

2 
% 


EBENE RRNTÄTEN I EEIG, 


re re 





wien 


EAN A 
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statt x die Werthe 1. 2. ... p—1 setzt. und die Summe aller dieser Pro- 
duete nimmt, so hat diese den Werth p. Denn da %,—= 1. so hat man 


2 
1—r)1—r)...(1-r ’ ) — 1+ßır He +, 
A-r)A-r).. dor) HA Het, ren 
y I 
N von ’4 2(p—1) (1 a Be l 2 pl | u (pp) 
1—r)(1—ı )...(1-1 ) +Ar "+. +ß,_ir | 


Addirt man nun auf der rechten Seite die verlical unter einander stehenden 


Glieder und berücksichtigt. dass 


tr +. +rT!1=er+r tt... re do... pre .tpP-)@-V 1. 
so findet sich als Werth sämmtlicher Verticalreihen p—-1—(, +++, 1) = p 
nach (17.). Man hat mithin, da nach 3) (1—r)(1-r')...(1—r?"") = p, die eigen- 
thümliche Formel 

v—p—l 
= 1—-r)1—r‘* (1—- HF?) - 1—r)(1—r?)... 1?" 


Es ergiebt sich aus dem Vorhergehenden nun auch leicht die Beant- 
wortung der Frage. wie oft die Zahlen 0, 1. 2. ... p—1 unter den Com- 
binationen aus den Elementen 1. 3. 5. ... »—2 vorkommen und wie sie sich 
unler den geraden und ungeraden Klassen vertheilen. Wollte man. dem 
Früheren entsprechend. direct verfahren. so müsste man von dem Producte 

1+r)A1-+r')...(14+r?”) 
ausgehen. Man kann aber die Untersuchung sofort auf die obige zurückführen. 
wenn man bemerkt. dass in den zwei Reihen 
1. 2, ... 4(p-3) +4{p-1), 
p—-?2, p-A... 3. # 
die unter einander stehenden Glieder die Beziehung haben. dass zu jedem 


Gliede k der oberen Reihe. das Glied p— 2% in der unteren eehört. Jeder 


Combination der Elemente der ersten Reihe. welche = % ist. wird also 
eine Combination aus Gliedern der zweiten Reihe entsprechen, die = p—2h 


ist. Bezeichnet also D, wie oft die Zahl t, D, wie oft Null unter den Gom- 
binalionen aus 1. 3. ... p—2 vorkommt, so hat man, sobald f nicht p — 24 


oder » ist. nach Formel (10.) 
p—1 deme, 





a2 —h ® 
D. — 000 
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ferner nach (11.) und (12.) 








2 -. 
RT Dei = DELETE 
en 


Ferner kommen unter den geraden und ungeraden Combinationen aus 


I. 3, ... p—2 gleichviel vor, die der Null congruent sind, und ebenso gleich- 
viel, de = p—?2h sind, während bei den übrigen Zahlen immer unter den 


geraden oder ungeraden Combinationen eine mehr vorkommt*). Die genauere 
Entwickelung ergiebt sich unmittelbar aus 9); ich will dabei nicht länger ver- 
weilen, sondern nun zu einer Anwendung des Vorhergehenden auf die Theorie 
der quadratischen Reste übergehen. 
13) Multiplieirt man die einzelnen Glieder der Reihe 
A) Hd) 
mit einer ganzen Zahl k, so dass man die Reihe 
k+2k-+3k4+ + +1(p—1)k 
erhält, so wird man aus der letzteren Reihe, indem man die Vielfachen von 
p vernachlässigt, eine Reihe 


(B.) AHTRTttgE-n 
erhalten. in welcher eine gerade oder eine ungerade Anzahl Glieder vor- 
kommt, die grösser als 4(p—1) ist, je nachdem % ein quadratischer Rest 
oder Nichtrest ist. 
Bezeichnet man nämlich die Anzahl der Glieder, die grösser als 4(p—1) 
sind. in der Reihe (B.) durch m, so ist, wie schon @auss bewiesen hat *), 
9192: + - Iup-n = Her .2.4 0 )=(-1"1.2.. 1-1), 


also 


Me-) — (—-1)”. 


*) Da die geraden Combinationen (aus 1, 3, 5, ... p—?2) gerade Zahlen, die 
ungeraden Combinationen ungerade Zahlen geben, so lässt sich der Satz, dass Null 
gleich oft unter den geraden und unter den ungeraden Combinationen enthalten ist, 
auch so ausdrücken: 

Die Summe der Zahlen, welche angeben, wie oft sich p, 3p, 5p, ... aus den 
Zahlen 1, 3, 5, ... pP—2 zusammensetzen lassen, ist ebenso gross als die Summe der 
Zahlen, welche angeben, wie oft sich 2p, 4p, 6p, ... aus diesen Zahlen zusammen- 
setzen lassen. 

**) 'T'heorem. arithm. demonstr. nova in Comm. soc. Gotting. Vol. XVI. 
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Nun ist # > =1 oder = —1. je nachdem % quadratischer Rest oder Nicht- 
rest. also m im ersten Falle gerade. im zweiten ungerade. 

Nimmt man in der Reihe (B.) statt der Zahlen, die grösser als 4(p—1) 
sind. die ihnen nach dem Modul p congruenten negativen. welche kleiner als 
4(p—1) sind. so erhält man eine neue Reihe, in welcher die Glieder, ab- 
gesehen vom Zeichen, wieder die Werthe 1. 2. ... Z({p—1) (wenn auch in 
anderer Ordnung) haben. Ordnet man in derselben die Zahlen nach ihrer 
wachsenden absoluten Grösse. so soll der so entstehende Ausdruck die dem 
Multiplicator k zugehörende redueirte Reihe heissen. Ist also z.B. p=7 und 
man multiplieirt 1--2-+-3 mit 2. so erhält man 2+4--6. statt dessen nimm! 
man 2—3—1,. und die dem Multiplicator 2 zugehörende redueirte Reihe ist 
also hier —1+2 —9. 

Dies vorausgeselzt kann der obige Satz auch. wie folgt. ausgesprochen 
werden: Wenn man alle Glieder der Reihe (A.) mit % multiplieirt. so wird 
in der diesem Multiplicator zugehörenden reducirten Reihe eine gerade oder 
ungerade Anzahl negativer Glieder vorkommen, je nachdem % ein quadratischer 
Rest oder Nichtrest ist. 

14) Wenn man die einzelnen Zahlen 1. 2. ... 1(p—1) in beliebiger 
Weise mit dem positiven oder negativen Zeichen nimmt und daraus eine alge- 
braische Summe bildet. so soll diese eine aus den Elementen 1.2. ... 1(p—1) 
oebildete Form. oder kürzer. da zunächst keine anderen Elemente als diese 
betrachtet werden. eine Form heissen. und zwar soll diese zu der geraden 
oder ungeraden Gattung gehören. je nachdem sie eine gerade oder ungerade 
Anzahl negativer Glieder enthält. Zu der geraden Gattung gehört also na- 
mentlich die Form 1+2-+---+-4(p—1) mit nur positiven Gliedern, welche 
die positive Hauptform heissen soll. Zwei Formen sind verschieden, sobald 
nicht alle Elemente in beiden dasselbe Zeichen haben. 

Nach dem Vorhergehenden wird also. wenn man die einzelnen Glieder 
der Hauptform mit # multiplieirt, die diesem Multiplicator zugehörende redueirte 
Reihe eine Form sein. welche zur Gattung der Hauptform, oder zu der entgegen - 
gesetzten gehört. je nachdem A ein quadralischer Rest oder Nichtrest ist. 

Dieses Resultat lässt sich leicht verallgemeinern. Man betrachte näm- 
lich nun eine Form, die s negative Glieder enthält. sie heisse f. Man multi- 
plicire die einzelnen Glieder dieser Form mit k, so erhält man eine Reihe. 
deren Glieder. absolut genommen. k, 2%, ... 4(p—1)% sind, unter welchen 
sich aber ebenfalls s Glieder mit negativem Zeichen befinden. Diese letztere 


11 * 
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Reihe verwandele man so, dass man statt der Zahlen, die, absolut genommen, 
orösser als !(p—1) sind, die ihnen congruenten nimmt, die kleiner als 4(p—1) 
sind. Die so entstehende Reihe, welche wieder die dem Multiplicator k zu- 
gehörende redueirte heissen soll, wird eine Form sein, die zu derselben Gat- 
tung. wie die Form f, oder zu der enigegengeselzten gehört, je nachdem %k 
ein quadratischer Rest oder Nichtrest ist. 

Seien nämlich unter den Zahlen k, 2%, ... $(p-1)%k (nach Abzug 
der Vielfachen von p) Et negative, die kleiner als 4(p—1) sind, x negative, 
die grösser als 3(p—1) sind und » positive, die grösser als }(p--1) sind. 
Die # Zahlen gehen in der redueirten Reihe in ebenso viel positive über. 
die kleiner als 4(p—1) sind, die e Zahlen in ebenso viel »egative, die kleiner 
als 4 p—1) sind. Man hat daher 


(1) MP9.1.2...2!(p-1) = ( 1) .1.2...4(8-1), 
oder ’ 


fat -1) - (— | U U—S 


Es muss also f4-®© zugleich mil s gerade oder ungerade sein. wenn k ein 
quadratischer Rest ist; ist dagegen k ein Nichtrest, so muss £+® gerade oder 
ungerade sein, je nachdem s ungerade oder gerade is. Aber t+v ist die 
Anzahl der negativen Glieder in der zum Multiplicator % gehörenden re- 
dueirten Reihe. 

15) Wenn eine Form einer Zahl (nach dem Modul p) congruent ist. 
so werde ich, der Kürze halber, je nachdem diese Zahl ein quadratischer 
Rest oder Nichtrest ist, auch die Form einen quadratischen Rest oder Nicht- 
rest nennen. 

Sei nun 14-243. +1(p—-1) = m*). Multiplieirt man diese Con- 
oruenz allmälich mit den Zahlen 1. 2, ... p—1. so erhält man auf der einen 
Seite, indem man die diesen Multiplicatoren zugehörenden redueirten Reihen 
nimmt, p—1 Formen, auf der anderen Seite, indem man m mit 1, 2, ... p—1 
multiplieirt, und die Vielfachen von p vernachlässigt, die Zahlen 1, 2,...p —1 
in irgend einer Ordnung. Diejenigen dieser p—1 Formen, welche zur geraden 
(ratlung gehören, werden quadratische Reste oder Nichtreste sein, und die- 
jenigen, welche zur ungeraden Gattung gehören, quadralische Nichtreste oder 
Reste, je nachdem p = 8x-+1, 82-3 oder p = 8n+95, Sn-+7T ist. 





*) Man übersehe nicht, dass m niemals Null sein kann. 
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Nach 14) werden nämlich die 4(p—1) Formen, welche durch Mul- 
tiplication mit den unter 1, 2,... p—1 enthaltenen quadratischen Resten ent- 
stehen. zur geraden Gattung gehören, dagegen die !(p—1) Formen, welche 
dureh die Multiplication mit den quadratischen Nichtresten entstehen, zur un- 
voeraden Gattung. Je nachdem m ein Rest oder Nichtrest ist. werden mithin 
die Formen der geraden Gattung quadratische Reste oder Nichtreste und die 
der ungeraden Gattung quadratische Nichtreste oder Reste sein. Da nun 


; | 
er er p-Ip 1 


DZ 


reelle), 


so ist m ein quadralischer Rest oder Nichtrest,. je nachdem —2 das eine oder 
das andere ist. d. h. je nachdem p = 82 -+1, 8» +3 oder p = 8n--9, Sn-+-T. 
Ist z. B. p= 11, so sind die quadratischen Reste 1. 3, 4, 5, 9, die Nicht- 
reste 2. 6, 7. 8. 10. Nun ist 14+-2-+3+445 = 4; multiplieirt man diese 
Congruenz mit den Resten 1, 3, 4, 5. 9. so erhält man folgende Formen 
serader Galtung: 
1+2+354445 = 4, 
1—-2+93+44—-5 = 1, 
I —2-—-3-+4+15 u. 
-1—2+3+4+5 9, 
1—-2+3—-4+5 = 3. 
Multiplieirt man dagegen mit den Nichtresten 2, 6, 7. 8, 10, so erhält man 
folgende Formen ungerader Gattung: 
-1+2—-324 5 = 8, 
1+2—3—-4-5) = 2, 
-1+2+93—-4-5 = 6. 
—1+2 —-3—-4+5 = 10, 
—1—2—-3—4—5 T. 


Wenn man irgend eine der aus 1+2+---+4(p-1) abgeleiteten p -i Formen 
wieder mit den Zahlen 1. 2, ... p—1 multiplieirt, so erhält man (nach ge- 
höriger Reduction ) dieselben p—1 Formen. Ist z. B. eine dieser Formen 
durch die Multiplication mit A, also aus k+2%4---+4(p-—1)% entstanden, 


die andere durch die Multiplication mit r, also aus r+2r-+ +3 
wird man die letztere auch erhalten, wenn man k-+2k-+--+1(p—-1)%k mit / 


I(p—I)r, so 


, a 
u er 
2 
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multiplicirt und reducirt, sobald / die Zahl bedeutet, die kleiner als p ist und 
der Congruenz kl==r (mod. p) Genüge leistet. 
16) Im Allgemeinen wird es ausser der positiven Hauptform 
1-+2-+..-+41(p—1) 

noch andere Formen geben, welche ebenfalls = m sind: sie sollen ebenfalls 
Hauptformen heissen und zwar. da sie wenigstens ein negalives Glied ent- 
halten müssen, negative Hauptformen. Ihre Anzahl ist leicht zu bestimmen. 
Ks wird nämlich so viel negative Hauptformen geben, als es Combinationen 
aus den Elementen 1, 2,...4(p—1) giebt, die der Null congruent sind. Hat 


man z. B. 


ut; =, 
so dass @,. Ar, Ay, ... Zahlen aus der Reihe 1. 2, ... 4(p—1) bedeuten. 
und zieht man 2a, --2a;+2a,---- von 14-2-+.-+4(p—1) ab, so wird man 
eine Form erhalten, in welcher nun —a,. — a. —4;,, ... stalt 4... &. 4;. 


vorkommen. während alle anderen Elemente unverändert eeblieben sind: zu- 
vleich ist diese Form = m. Aus jeder der Null congruenten Combination 
ergiebt sich also, auf diese Weise, eine negative Hauptform. Umgekehrt kann 
es keine negative Hauptform geben, die nicht auf diese Weise gebildet werden 
kann. Denn sind in einer solchen die Elemente «,. @. ... negativ. die 


4 


übrigen positiv. und man zieht sie von 1+-2-+.--+4(p-1) ab. so erhält man 


2a, +04. -)=0, oder a ++ +-==0. Es giebt also so viel negalive 
Hauptformen,. die zur geraden Gattung gehören. als es gerade Combinationen 
siebt. die =O sind. und soviel negative Hauptformen. die zur wungeraden 
Gattung gehören. als es angerade Gombinationen giebt. die =0 sind. d.h. 
End 2 
u RE: ER | 
mithin nach 8): Es giebt —— 5 ——— — — negative Hauptformen 
2p 2 u 


verader und ebenso viel ungerader Gattung. Diese Zahl soll im Folgenden 
durch 7 bezeichnet werden: die positive Hauptform mitgerechnet. hat man also 
im Ganzen 1--2/ Hauptformen. 

17) Aus jeder negativen Hauptform kann man nun wieder, indem 


man sie mit den Zahlen 1, 2. ... p—1 multiplieirt. »—1 Formen ableiten. 
die den einzelnen Zahlen 1. 2. ... p—1 congruent sind. Auch kann man 


wieder. wie oben in 15). beweisen. dass man dieselben Formen erhält, wenn 
man irgend eine dieser abgeleiteten Formen mit 1. 2. ... p—1 mulltiplicirt. 
Ist z. B. wieder p=11. so sind hier zwei Combinationen. nämlich 2+4+5 
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und 142-345, die =0 sind. Ihnen entsprechen die zwei negativen Haupt- 


formen 
1—2+3—4—5, 


-1— 2 —3+4-—5. 
Aus diesen ergiebt sich, wenn man wieder, wie oben, die quadratischen Reste 
und Nichtreste von einander sondert, 


1I-—2+3-4-5 = 4 | —1-2-374-5 = 4 
1-243-445= 1 | 1423-45 = 1 
1+2+4344-5= 5 | 1+2+3-445 = 5 
149 e 9 | Se 
1-2-34445 = 3 | -1424344-5 = 3 
142434) = 8 | 1—2—-3—-4-+5 S 
1-2+43-4-5= 2 | -14243445 = 2 
1-2-3-445 = 6 | 1-2-344-5 6 
seen | 1-44 3 = 0 
142-3144) 7 1+2+3—-44+5 7. 


15) Jede Form f, die einer Zahl # congruent ist, kann aus einer 
Hauptform abgeleitet werden, sobald ? nicht Null ist. Ist nämlich, wie früher 
angenommen wurde, 142-+.--+4(p—1) = m, so suche man die Zahl r, welche 
<< p und der Congruenz rt= m genügt. Indem man dann die Form f mit r 
multiplieirt, findet man die gesuchte Hauptform. Es versteht sich von selbst. 
dass zwei Formen, welche verschiedenen Zahlen congruent sind, verschieden 
sein müssen. Aber auch zwei Formen, die derselben Zahl congruent sind, 
müssen verschieden sein, sobald sie aus zwei verschiedenen Hauptformen ab- 
geleitet sind. Ist nämlich die Form f, welche = t ist, aus der Hauptform F 
abgeleitet, und es gäbe eine aus einer anderen Hauptform F' abgeleitete Form 
f', die ebenfalls = # und zugleich mit f identisch wäre, so könnte man jeden- 
falls eine Zahl r finden, die der Congruenz rt=m genügte. Indem man 
also f und f' mit r multiplieirte, erhielte man dieselbe Hauptform, während 
man F aus f und F' aus f' erhalten müsste. 


Die 1+-2/ Hauptformen geben also, indem man sie mit 1, 2,....p—1 


multiplieirt, (14-22) (p—1) verschiedene Formen, von welchen die Hälfte den 
quadratischen Resten, die andere Hälfte den Nichtresten von p congruent ist. 
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19) Aus 15) ergiebt sich noch Folgendes: Ist m ein quadralischer 
Rest. also p = 8n+1 oder 8»-+-3, so werden die aus den / negativen Haupt- 
lormen gerader Gattung abgeleiteten Formen gerader Gattung den quadratischen 
Resten und die abgeleiteten Formen ungerader Gattung den Nichtresten con- 
gruent sein. Dagegen werden die aus den / negativen Hauptformen ungerader 
Galtung abgeleiteten Formen gerader Gattung den Nichtresien und die abge- 
leiteten Formen ungerader Gattung den Resten congruen! sein. Die sämmt- 
lichen Formen gerader Gattung (die aus der positiven Hauptform abgeleiteten 
mitgerechnet) enthalten also jeden quadratischen Rest (1--/) mal. jeden quadra- 
tischen Nichtrest /mal, während die sämmtlichen Formen wungerader Gallung 
jeden Rest /mal, jeden Nichtrest (1-+-/)mal enthalten. Umgekehrt ist es, wenn 
» ein Nichtrest ist. also p = 8»--5 oder 8247, dann enthalten nämlich die 
Formen gerader Galtung jeden quadralischen Rest /mal. jeden quadratischen 
Nichtrest (1--/) mal, dagegen die Formen ungerader Gallung jeden quadratischen 
Rest (1--/)mal. jeden Nichtrest /mal. 

20) Wenn man aus den Zahlen 1.2, 3.... 4(p—1) alle möglichen 
Formen bildet. d. h. also alle Zusammenstellungen. in welchen alle diese 
Zahlen vorkommen und zwar aul alle mögliche „Weisen mit dem -+- oder 
Zeichen versehen, so erhält man offenbar, wenn man zur Abkürzung 4(p—-1)=gq 
setzt. im Ganzen 2? Formen. und zwar 27” Formen der geraden Gattung 
und ebenso viel Formen der ungeraden Gallung. Die Anzahl der Formen. 
in welchen s positive und g—s negalive Glieder vorkommen, ist nämlich keine 
andere. als die Anzahl der Permutalionen aus g Elementen, worunter s 
gleiche einer Gailung und g—s gleiche einer zweiten Gatlung sind. also 
49-1)... sr1) ag) 








Im Ganzen hat man also 14-9 + ——— + = 27 Formen. 
DR FO 1.2 
nd 4a | 94-1 aa -N4-9 | 9-1 
Hierunter sind 1+- 6 —r . gerader und 4-7 123 —1t..— 2! 


p—I 
2 
viel ungerade. die einem Reste oder Nichtreste congruent sind. nach 18). und 


gerade Formen und ebenso- 





ungerader Gallung. Nun hat man (1-+-27) 


diese enthalten alle möglichen Formen. mit Ausnahme derjenigen (wenn solche 


vorhanden sind) die = O0 sind. Sobald also nicht die Gleichung 
(A1+2M)(p—1) = MeV 
erfüllt ist. muss es Formen geben. welche —= 0 sind. Soll aber diese Glei- 


chung statt finden. so muss p—1 ein Factor von 27”, also p—1 =?" sein. 
It >= 4%»+3. so kann dies nur dann der Fall sein. wenn r=1,. also 
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p=3; dann hat man in der That nur die zwei Formen 1=1 und —1==2. 
Ist p = 8n +5, also p—1 = 4(2n +1). und soll dies = 2” sein. so muss n — 0, 


also p=5 sein; dann hat man die vier Formen 142 =3, 1-2 =4: 
1+2?=1, —1-2=?2, von welchen keine =0 ist. Ist p=8»-+1, und 


sollte also p—1 = 8n = 2" sein, mithin 2 —= 2’, so müsste » eine gerade 
Zahl sein. Für diesen Fall lässt sich aber leicht direet nachweisen. dass 
es Formen giebt. die =0 sind. Denn da. wenn p = S8»n-+1. offenbar 
1+2+.-+4(9-1)=4(p-1)=}(p-1) d.h. » ist. und » gerade sein 
soll, so erhält man, wenn man auf beiden Seiten dieser Congruenz 2.1!» ab- 
zieht. auf der einen Seite eine Form, in welcher die Zahl !» mit dem 

Zeichen erscheint. die übrigen Zahlen aber das -+- Zeichen behalten. 
während man auf der anderen Seite Null erhält. Abgesehen von den Zahlen 
3 und 5 giebt es daher bei jeder Primzahl Formen, die = 0 sind. 

21) Dies letziere Resultat kann auf eine andere Weise abgeleite! 
werden. die weiteren Aufschluss giebt. Man kann nämlich die Formen. 
welche = 0 sind, unmittelbar aus der positiven Hauptlform ableiten. Denn 
ist diese einer positiven geraden Zahl (< p) congruenl,. so dass man 

1+2+.-+1(p—-1) = 2% 
hat, so kann man alle Combinationen aus den Elementen 1. 2. ... 4{p—I 
suchen. welche = Ak sind; indem man in jeder solchen Combination alle 
Elemente mit 2 multiplieirt, erhält man einen Ausdruck, welcher = 2% ist. 
und zieht man diesen von der positiven Hauptform ab. so hat man eine Form. 
welche = ist. 

Ist 1424 + 4(p9-1)=2h'+1, wo wieder 2h-+1 eine positive Zahl (<p‘ 
bedeutet, und man setzt 4 (2W-+1-+p)=h, so dass 2W+1 = 2%h und mithin auch 
1+2-+-.-+1(p—1) = 2h, 
und man sucht wieder alle Combinationen aus 1. 2, ... 4([p—1l), die = 
sind. so kann man wie im früheren Falle verfahren. Hierbei hat » dieselbe 

Bedeutung wie in 4). 

Nach dem Vorhergehenden erhält man also soviel Formen, die = 0 
sind. als es Combinationen giebt, die =h sind. Umgekehrt kann es auch 
nicht mehr Formen dieser Art geben. vielmehr lässt sich jede aus einer ent- 


sprechenden Combination,. die = % ist. ableiten. Denn ist 





1424... -—; — + — ta, ++ = 0% 
eine solche Form, und man addirt 2a, 2a, + ---+2a,, so erhält man 
1+2 + +++. + +0,14 = au +?2a, + +2a,. 
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Auf der linken Seite steht die positive Hauptform, mithin ist 

2a +29 ++ +R2a,=rh oder a +m-+--+a,=h. 
Nun ist C, nach Gleichung (11.) allerdings =0, wenn p=3 oder =5, in 
allen anderen Fällen aber hat €, einen von Null verschiedenen Werth; für 3 
und 5 giebt es also keine Formen, die = 0 sind, für alle anderen Primzahlen 
giebt es solche Formen, wie schon vorher gefunden wurde. Wir sind aber jetzt 
im Stande auch die Anzahl dieser Formen sowohl der geraden als der un- 


geraden Galtung anzugeben; nach 6) giebt es nämlich in jeder Gattung 
p—1 2 pr—t 

ER 

1 Alert Son. S : Formen dieser Art. 


2p 
Fasst man diese Ereebnisse zusammen mit denen in 19). so erhält 





man schliesslich folgenden Salz: 

Wenn man aus den Zahlen 1, 2. !(p—1) alle möglichen Formen 
bildet, indem man diese Zahlen auf alle möglichen Weisen mit dem — oder 
- Zeichen versieht, so werden die Formen mit gerader Anzahl negativer 
Glieder die quadralischen Reste oder Nichtreste und die Formen mit ungerader 
Anzahl negativer Glieder die quadratischen Nichtreste oder Reste einmal 
mehr enthalten, je nachdem p = 8n--1, Sn+3 oder p=Sn-+5, Sn-+7 ist. 
Und zwar enthalten im ersten Falle die Formen mit gerader Anzahl negativer 
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nl p?—l p?—l 


Ahle Co. BAER a) Ä rue 
2» a Formen mit gerader Anzahl negativer Glieder 


und ebenso viel mit ungerader Anzahl negativer Glieder, welche = 0 sind. 








Hiermit übereinstimmend wurde oben in 15) und 17) gefunden, dass 
für p = 11 unter den geraden Formen jeder quadratische Rest zweimal, jeder 
Nichtrest einmal vorkommt, dagegen unter den ungeraden Formen jeder 
quadralische Rest einmal, jeder Nichtrest zweimal. Ausserdem giebt es noch 
eine gerade Form und eine ungerade Form, welche =0 sind. nämlich 
—1+2—3—4—5 und 1—-2+3-+4-45, sie entsprechen den zwei Combinationen 
2=2 und 1+3+4+5=2, da hier h = 2 ist. 


22) Nimmt man statt der bisher betrachteten Zahlen 1,2.3,...4(p 1 
die Zahlen 2, 4. 6. ... p—1 und bildet in ähnlicher Weise aus ihnen alle 
möglichen Formen, indem man nun die Zahlen 2, 4, ... p—1 auf alle mög- 
lichen Weisen mit dem + und — Zeichen versieht. so findet man das Re- 
sultat unmittelbar aus dem Früheren, wenn man bedenkt. dass man nur alle 
aus den Elementen 1, 2, ... 4(p—1) gebildeten Formen mit 2 zu multiplieiren 
hat, um alle aus 2, 4, ... p—1 gebildeten Formen zu erhalten. Je nachdem 


2 ein quadratischer Rest oder Nichtrest ist, werden also die Formen aus 
1. 2. ... 4(p—1). welche quadratische Reste oder Nichtreste sind, wieder 
solche geben, oder bezüglich in Nichtreste oder Reste übergehen. Bei den 
Zahlen von der Form 8xr-+1. S»-+- bleibt also das Verhältniss der Reste 
und Nichtreste dasselbe wie früher, während es bei den Zahlen von der Form 
Sn+3 und 8r+5 in das enigegengeselzte übergeht. Demnach ergiebt sich 


hier der Satz: 














Wenn man aus den Zahlen 2, 4,... p—1 alle möglichen For- 
men bildet, so werden die Formen mit gerader Anzahl negativer Glieder 
22, N und Bi 
2 : —f 8 l r 2 2 2 weg —f) Ss 
a +; mal die quadratischen Reste und \ —- mal 
2p 2 2p 2 
die Nichtreste, und die Formen mit ungerader Anzahl negativer Glieder 
ru ron ee ne 
ER RE 1 STE N 
N ) — —- mal die quadratischen Reste und See. net.) + mal 
-p n 2p 2 
die Nichtreste enthalten, oder umgekehrt, je nachdem p=42 +1 oder py=4n-+3 
p—1 p?—l p2—1 
2? —(—1) ® —1) 3 
ist. Ausserdem giebt es ei. gi Formen mit gerader und 


2p 


ebenso viel mit ungerader Anzahl negativer Glieder, welche = 0 sind. 
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Hieraus kann man nun ferner leicht das Resultat ableiten. welches 


man erhält. wenn man auf dieselbe Weise aus den Zahlen 1. 3. 5. ... p—2 
alle Formen bilde. Da nämlich p-2 = —2, p-4=—4, ... 1=—(p-1) 
ist. so hat man, um diese Formen zu finden, offenbar nur die aus 2. 4, .... p—1 


gebildeten Formen mit —1 zu multiplieiren und dann statt der so erhaltenen 
positiven geraden Zahlen die negativen ungeraden, statt der negativen geraden 
die posiliven ungeraden zu nehmen, welche sie zu p ergänzen. Oder kürzer. 
man nimmt in jeder aus 2. 4. ... p—1 gebildeten Form, statt jeder Zahl 
ihre Ergänzung zu p mit Beibehaltung des Zeichens und vertauscht auch die 
Zahl. die dieser Form congruent ist, mit ihrer Ergänzung zu p. Für 
p= 11 erhält man also z. B. aus der Form 2—4-+-6--8-10=?2 die Form 

1-3+9-749=9. Die Zahl der positiven und negativen Glieder bleibt 
demnach in der aus 1. 3, ... p—2 gebildeten Form dieselbe, wie in der 
aus 2. 4... p—1 gebildeten, aus welcher sie abgeleitet ist. Ist nın zu- 
gleich p = 4» -+1. mithin —1 quadralischer Rest, so ist die abgeleitete Form 
zugleich mit der, aus welcher sie abgeleitet ist. einem quadratischen Reste 
oder Nichtreste congruent. während, wenn p = 4n+3. die abgeleitete Form 
einem quadralischen Reste oder Nichtreste congruent ist, je nachdem die 
Form, aus welcher sie abgeleitet wird, einem Nichtreste oder Reste congruen! 
ist. Berücksichtigt man dieses, so ergiebt sich aus dem oben. in Beziehung 
anf die aus 2, 4, ... p—1 gebildeten Formen. gefundenen Salze, nun noch 
folgender: 

Wenn man aus den Zahlen 1. 3, ... p—?2 alle möglichen Formen 
bildet. indem man jede Zahl auf alle möglichen Weisen mit dem + und — Zei- 
chen versieht, so werden die Formen mit gerader Anzahl negativer Glieder 
die quadralischen Reste einmal mehr als die XNichtreste enthalten. da- 
gegen die Formen mil ungerader Anzahl negativer Glieder die Nichtreste 


einmal mehr als die Reste *). Und zwar enthalten die Formen mit gerader 





pi 2 
u REN ‚IE ) sı- 1 
Anzahl negativer Glieder die Reste ee: "Ta u 3 mal, die Nichtreste 
p—1 p?—1 
a 
—- u; mal: die Formen mit ungerader Anzahl negativer 


u —— 


*), Diesen Theil des Satzes hat, wie ich aus einer brieflichen Mittheilung weiss, 
schon Eisenstein gekannt, doch weiss ich nicht wie, auch nicht ob er denselben be- 
wıesen hat. 
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pl et 
de . 2 : re (— 1) o 1 . Te 
Glieder dagegen die Reste >; -—5- mal. die Nichtreste 
pt en 
„3 — (DD) ® 1 
= ( be — + mal. Ausserdem eiebt es ebenso viel Formen mil 
2p 2 
verader als mit ungerader Anzahl negativer Glieder, die =0 sind. und zwar 
y—1 pa—1 pi 
.: —(—1) * Ka Zi 
ri 2p | 2 
23) Man kann diesen letzten Satz noch in anderer Weise ausdrücken. 
Setzt man nämlich in den aus 1. 3. ... p—2 gebildeten Formen. statt der 


negativen Zahlen, die ihnen congruenlen positiven, die kleiner als p und gerade 


sind. so erhält man Combinationen der 4 (p—1)"" Klasse aus den Elementen 


I. 2. ... p—1 gebildet. und zwar Combinalionen, in welchen nie zwei Ele- 
mente vorkommen. die zusammen p ausmachen, da in den aus 1.9. ... p—2 


gebildeten Formen nie % und —% in derselben Form vorkommen. Ich will 
diese Gattung Combinationen,. um sie von den Combinationen im Allgemeinen 
zu unterscheiden, exclusive Combinalionen nennen. Jede solche exelusive 


Combination der 4(p—1)"" Klasse giebt also, wenn man die geraden Elemente 


durch die ihnen congruenten ungeraden (<Zp) erselzl,. eine aus 1.3, ...p9 2 
vebildete Form, und umgekehri geben die sämmtlichen aus 1. 3, ... p—2 


vebildeten Formen, wenn man sie auf die oben angegebene Weise veränder!l. 
die sämmtlichen exelusiven Combinationen der 4(p—1)"" Klasse. Man hal 
daher den Satz: 

Wenn man aus 1. 2. ... p—1 die sämmtlichen exelusiven Combinationen 
der Klasse 4(p—1) bildet, so werden die Combinalionen mit gerader Anzahl 
gerader Glieder die quadratischen Reste einmal mehr als die Nichtreste. und 
die Combinalionen mit ungerader Anzahl gerader Glieder die Nichtreste einmal 
mehr als die Reste enthalten. Ausserdem »iebt es ebenso viel Combinaltionen 
mit gerader als mit ungerader Anzahl gerader Glieder. die = 0 sind. Die 
numerischen Bestimmungen entsprechen den in 22) gegebenen. In ähnlicher 
Weise kann man auch den in 21) bewiesenen Satz auf die exelusiven 
Combinationen übertragen. Wenn man nämlich in den sämmtlichen aus 
1,2, ... 4(p—1) gebildeten Formen, statt der negativen Zahlen die ihnen 
\ 


congruenten positiven nimmt, die kleiner als p und mithin grösser als 3(p 
sind. so erhält man wieder die sämmtlichen exelusiven Combinationen der 


}(p—1)"" Klasse. Wenn man daher statt der aus 1. 2, ... 3(p—1) gebil- 
13 
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deten Formen die aus 1. 2, ... p—1 gebildeten exelusiven Combinationen 


der Klasse 4(p—1) betrachtet, so hat man nur in dem am Schlusse von 21) 


ausgesprochenen Satze statt der Worte „Formen mit gerader Anzahl negaliver 


Glieder” 


die > 4(p-1) sind. so wie statt der Worte „Formen mit ungerader Anzahl 


negaliver Elemente” die Worte „exclusive Combinationen mit ungerader An- 


zahl Elemente, die —- 4(p--1) sind” zu selzen. 


(Göllineen. im August 1861. 


die Worte „exelusive Combinationen mit gerader Anzahl Elemente. 
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Ueber eine neue algebraische Behandlungsweise der 
Integrale irrationaler Differentiale von der Form 
II(x,y)de, in welcher 17(z,y) eine beliebige rationale 
Function ıst, und zwischen x und y eine allgemeine 
Gleichung zweiter Ordnung besteht. 


(Von Herrn 8. Aronhold.) 


. 
Y enn ich mir erlaube, ein vielfach abgehandeltes Gebiet der Integral- 
rechnung hier von Neuem vorzuführen, so geschieht es. weil ich eine Reihe 
bis jetzt noch unbekannter Resultate für dasselbe aufstellen kann. welche 
ebensowohl durch die neue Methode, aus welcher sie hervorgehen. ein Inter- 
esse haben dürften wie durch ihre weitere Verwendung. Dem lelzleren 
Umstande verdanken sie ihre Entstehung. denn ich bin auf dieselben geführt 
worden bei dem Versuche. die algebraische Reduction elliptischer Integrale. 
welche ich in den Monatsberichten der Berliner Academie 1861. pag. 461 
und folg. veröllfentlicht habe, auf Abelsche Integrale auszudehnen. Meine Ab- 
sicht ist. eine Methode zu geben, durch welche die Endresultate der Integration 
in schliesslicher Gestali erkannt werden, was durch die üblichen Regeln nich! 
mehr erreicht wird. wenn die zu behandelnden Integrale von complieirteren 
Problemen herrühren. Ich will insbesondere das wiederholte Rationalmachen 
beseiligen. welches eine bedeutend grössere Anzahl von Partialbrüchen her- 
beiführt. als erforderlich ist. und im Allgemeinen nur die Möglichkeit der 
Berechnung gewährt. in complieirten Fällen aber unausführbar ist. 

Das Prineip. welches ich benutzen werde, besteht im Wesentlichen darin. 
dass ich den zu integrirenden rationalen Differentialausdruck II x, y)dx, in wel- 
chem zwischen y und x eine algebraische Relation besteht, in einen anderen 
rationalen von der Form Xdıx -+ Ydy verwandele, welcher ein exactes Differential 
ist, und daher ohne Vermittelung der Dedingungsgleichung integrirt werden kann. 
Die Benutzung der Bedingungsgleichung wirft sich also lediglich auf die an- 
gegebene Umformung, und es bleiben in der Rechnung immer beide Variabeln 
bestehen. Dieses hat zur Folge. dass man alle Ausdrücke homogen machen 
und alsdann die Determinanten- und Invariantentheorie in ihrem vollen Um- 
fange anwenden kann. 
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$. 1. 
Es sei 
1.) fl, y) = auX+2a,20y+ Gay’+rRa;c-+2ayYy- 4; = VO 
eine allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen x und y, und es soll 
Fi, y) 


unter Vorausselzune derselben /— 
u Da, y) 


zwei ganz beliebige ganze Funclionen von z und y sind. Hierzu ist er- 


dx ermittelt werden, wenn F und & 





forderlich, dass man gewisse specielle Grundformen voraussetzt, auf welche 
sich die allgemeinen zurückführen lassen. Als allgemein übliche Grundform 


wählt man ein Integral von der Form 


AREDE: . EN 
STE 


/ de 
2f'(y) 


darstellen lässt, denn löst man die Gleichung (1.) nach y auf, so erhält man 








welches sich hier durch 





Ant+AnY+a3 = V— (a14»— an)C +2 (andy — Ayla) C— (Andy — G;;) 





(2.) 


und es ist 
ıf'(y) — MXTtARY-+ Gy. 

Man kann diese Darstellungsweise der Grundform auch als Specialisirung 
eines zuerst von Herrn Weierstrass gegebenen, auf die elliptischen Functionen 
bezüglichen, Theoremes betrachten, welches ich in der oben citirten Ab- 
handlung näher erörtert habe. 

Ich werde indessen die vorstehende Grundform insofern etwas ver- 
allgemeinern, als ich den Nenner derselben noch mit einer beliebigen 
linearen Function der Variabeln multiplieire, indem ich nachweisen werde, 


dass sich 
an u : dx 
(3.) 107] = f 
(u, @ TWY ex u,) 2 f' (Yy) 
immer durch einen einzigen Logarithmus einer algebraischen Function darstellen 
lässt. Ich werde in der That zeigen, dass, wenn y eine gehörig bestimmte 





Constante ist, immer 
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ist. wo £ und »; Constanten bedeuten welche durch Auflösung der Gleichungen 
9.) f&M)=-09, wstwuntu,=0 
erhalten werden. Die Vertauschung der beiden Wurzelpaare aus (5.) führ! 
nur eine Aenderung des Vorzeichens des Logarithmus in (4.) herbei. Selbst- 
verständlich kehrt man zur ersten Grundform zurück, wenn man in (4.) 
n=0. %=0, 0,=1 selzi, während man durch andere Speeialisirungen eine 
Reihe gleichartiger Integrale gewinnen kann. deren Zusammenhang a priori 
nicht erkannt wird. Es ist auch nicht leicht, das einfache Resultat (4.) durch 
die üblichen Regeln abzuleiten. indem man durch dieselben den Charakter 
der in (4.) enthaltenen Endform zerstört, welche die folgenden Prineipien ohne 
Weiteres ergeben. 
$. 2. 
Allgemeine Beziehungen. 
Es sollen in der Folge alle hier vorkommenden Funetionen durch die 


Substitutionen 





in homogene verwandelt werden. Dadurch geht die Bedingungsgleichung 


$. 1 1.) in folgende über: 


1.) fl, 22, 2) = au2i +0» + 03% + 2a; 22% + Ra; 01%; + 2a 0 — 0. 


u, 
und ich werde sie kürzer 
2.) fire) = 0 
schreiben. ferner wird 
T, de, — x, dx, 


/4 PEN 
(3.) de = 2 ’ af \Y) u 


/ a 
U; 3 


und demnach das oben eingeführte Fundamentalintegral $. 1 (3.): 


4 | % BR de ja — cz, dv, 
in (u2+u,y+u,)2 '(y) u.af'(®,) 


wenn man noch der Kürze halber 





R f' (2, ) 
x ? 





u = WC FL: H+ UT; 


setzt. Das Integral lässt sich nun auf eine merkwürdige Weise in eine mehr 


symmetrische Form bringen. Da nämlich wegen (1.). nach dem Salze von 


den homogenen Functionen. 
zf ()+ af (m)+ Sf (2;) = fer) = 0. 


da, f' (c)+daf (©) +da;f' (x) =0 
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« 


ist. so folgt 
5.) fa): fa): f (8) = de; — x, de, : 2, de, — z.de, : &, de, — z.de,. 


woraus, da wegen (4.) 


6.) da.sf(z).u = z,de, —z,da; 
ist. hervorgeht: 
| do.!f(z).u= mds—2;de;, 
(T.) dö.ıf(z).u = de —ı.da;, 
doö.sf'(z,).u = da. —z.de,. 


Führt man nun ein beliebiges System von Factoren &,, &, & ein, multiplieirt 


mit denselben die vorstehenden Gleichungen, so erhält man nach Addition 





derselben 
3) da.!Ksf (a) +Hf ln) +S5f(a)).u = Ftfırıda;. 
also 
ee 
” J auLıl& fa) +Ef a) +tSf'(z,)) u.f(&x) 


worin der Kürze halber 
f 3 Pesai SE r ı ® 2; Eee.) 
(10.)  flse) = (Sf )+Hf()+ Sf (23)) 
geschrieben ist, was auch mit der Bezeichnung (2.) übereinstimmt, indem für 
S, =, die Gleichung (10.) übergeht in 
f(z2) = Ya, f' (2) nf) +Sf()) = flcı, 82; 85). 


Der durch (S.) dargestellte Ausdruck für d®, nämlich 


In 
Im 


u.[&) | ae | 
welcher nach Aufhebung der Homogenität ein Differentialausdruck der zwei 
Veränderlichen x und y, also von der Form Xdac+Ydy ist, und unter Ver- 
mittlung von f-0 auf eine Veränderliche, wie er ursprünglich war, zurück- 
geführt wird, ist diejenige Form des Differentials, von welcher ich zeigen 
werde, dass sie bei gehöriger Bestimmung der bis dahin ganz willkürlichen 
(Grössen S; ein exactes Differential wird, und daher ohne Vermittlung der 


c » > » . 3 . { yr * I { . ® \ » j 
(HL 5%)dr, +50 —$,2,)dr, + (&,8, z,)dr, | 


11.) B- 5 








Bedingungsgleichung integrirt werden kann. 
Ich will jedoch zuvor dieselbe Umformung für jedes andere Integral 

» . % [ 4 f} 3 
auf diesem Gebiete angeben. Es sei \ 
; 

F(z, y) R 

2 = SEP, | 


I Pay) 














TER a ar 5 N 4 S 
WURDE ENTE Seen een li 


’ ER R BIER T U) 7 ra ha 
ER ET 5 x 





TR 


1 nd Ba et 


Aronhold, Integration irrationaler Differentiale. 99 


alsdann muss man, wie ich zeigen werde, wenn in (x. y) der Factor I/f'(y) 
noch nicht enthalten ist. Zähler und Nenner mit demselben multiplieiren, so dass 


Fall ,__ de 


0) — _ . dA 
To 


ıf'y) 
entsteht. Führt man nun hier die homogenen Variabeln ein und nimmt an. 


dass F von der m", & von der «“" Ordnung in Bezue auf die Variabeln 

ist. so entsteht wegen (3.) 

12.) en nn x, die, Sa...) wide, 
(2, 2,x,)x'%' ıf'(z,) | 1 f!(x,) 

wo /I eine homogene gebrochene Function bedeutet, deren Zähler von der 

(m + u.4-1)"" und deren Nenner um eine Ordnung höher, nämlich von der 

(m-+u-+2)"" Ordnung ist. Unter Benutzung der Gleichungen (3.). (6.). (7.). 


2 1 i 
wenn man statt x überall Tr schreibt, entsteht dann endlich. wie bei {9. 


"ICH, at&z,da, 


; 2..% 
33 a ae) AIR: 
| J f(&x) 
Es folgt daher, dass sämmtliche Integrale, in denen die algebraische Bedin- 
gungsgleichung f=V vom zweiten Grade ist, auf die Form (13.) hinauskommen. 
in welcher I] eine homogene gebrochene Function ist, deren Zähler von einer 
um die Einheit niedrigeren Ordnung ist als der Nenner. 


Hieraus sieht man, dass der einfachste Fall derjenige isi. in welchem 


ik 7 vorausgesetzt wird. welcher also auf ® führt. 

Es ist bemerkenswerth. dass der vorlievende Fall. wo die Bedineunes- 
gleichung f=0 vom zweiten Grade, sowie derjenige, in welchem dieselbe Gleichung 
vom dritten Grade ist, eine Ausnahme von allen übrigen bildet. Setzt man näm- 
lich eine Gleichung f= 0 vom p'” Grade voraus, so überzeugt man sich leicht. 
dass durch dieselben Umformungen /7 eine gebrochene Form wird. deren Zähler 
um (p—3) Ordnungen höher ist als der Nenner. Nur in dem vorliegenden 
Falle für p=2 ist der Zähler um eine Ordnung geringer als der Nenner und 


für den Fall p=3, den ich in der oben eitirten Abhandlung bearbeitet habe. 


ist Zähler und Nenner von gleicher Ordnung. 

Für die vorliegenden Integrale wird nun das in der Einleitung er- 
wähnte Prinzip in der Weise zur Anwendung kommen, dass jedes zusammen- 
gesetzte Differential in mehrere von der Form (13.) mit verschiedenen Factoren- 
systemen S, zerlegt wird, welche so bestimmt werden, dass ein exuctes 


Differential entsteht. 











N 
n 
44 
Mr 
> 


E Be RR BT a 


ET 


u 


a ee An Kama. 


rw 





100 Aronhold, Integration irrationaler Differentiale. 


Ich habe diesen allgemeinen Beziehungen nur noch eine Umformung 


hinzuzufügen, welche ich in der Folge häufig benutzen werde. Man kann 
nämlich die Determinante I +S&,x, dx, mit Hülfe eines bekannten Determinanten- 
satzes immer in eine zweigliedrige verwandeln, wenn man die drei partiellen 
Determinanten eines beliebigen Systemes 


sd. %| 
| 
| © 37 %%  W;| 


! 





ın der Weise einführt. dass man 
14.) 9-9: -9%%0. =; 9%, = m —-9%, 
setzt. Es wird alsdann nach dem Determinantensalz: 
=+:,ndı, = m +99 +9,r,)(w, de, + w.da, + w;de;) 
-(w 0402, + W;2,) (0, de, +9. dx, + v;,dr;). 


und wenn man annimmt, dass © und w URREREL Functionen respective der 


oe" und P"" Ordnung sind. ferner 
M 1 ov 1 ow 
(15.) u. = — — = rn 
@ Or, P ox, 
setzt. und den Satz von den homogenen Functionen berücksichtigt. schliesslich: 
f ” \ x “ 1 1 
(16.) ZS+Ssmdae;, = —vdw— — wdı, 
_. P & 


worin die angegebene Umformung enthalten ist. 


Ich behandle nun zunächst das Fundamentalinteeral 


w : 
@2+2&2,de, 
ne —-. ferner 





und das unmittelbar sich demselben anschliessende / 





wtlf(&n) 
'as+E& z,dı 
+E& z,de, un cu Be 
/- fe) ° worin a, a, © beliebige lineare Functionen sind. und gehe 
u.v.[(ST) ne ’ 
dann zu allgemeinen Entwicklungen über. 
$. 3. 


Das Fundamentalintegral ». 


Man verfüge über die Grössen $,. &. 5 so. das F+&,.»dx, sich 
nach der Formel 8.2 (16.) als zweigliedrige Determinante der beiden linearen 


Functionen 
ua = WC TtT%Ta-+ U, 75. 


fisz) = af StR) +Lf (53)) 
zusammensetzen lässt. Hierzu ist aber erforderlich. die Grössen &, mit den 
unter $. 2 (14.) analogen Grössen nur proportional zu setzen. nämlich, wenn 








B 
: 
= 
2 
= 
3 
B:- 
” 
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y eine noch zu bestimmende Constante ist, 
FF 7.5= = 4 (M fS)—uf ($))» 72 = lm f(Sı)- -uf(&))» 
| 7.5 =4lWuf(5)—uf'($,)) 


zu setzen, damit aus diesen in Bezug auf &,. 5, 5 homogenen Gleichungen. 


(1.) 


nach Elimination derselben, noch eine Unbekannte y zurückbleibt. Es geht dann 
aber die Gleichung $. 2 (16.) in 
vz+sdı, = u.df($x) — f($x).du 


J 


über, und es wird in Folge dessen 


v.o= PA f(@ &r) du 


u.f(&) 





y) 


welcher Ausdruck offenbar ein exactes Differential enthält. In der That folgt 
hieraus 
er 


u‘ 


(6 > 1 En f(&x) (FE rs, fi &,) I x, f! & 
BR vr 1 ” (ES > zu tzu,+zu, ) 


Es bleibt noch die Bestimmung der Constanten y und der Verhältnisse $,:52:5;- 
welche hinreichen, weil durch Division mit einer der Grössen & unter dem 
Logarithmus in (2.) nur die willkürliche Constante des Integrales geänder! 
wird. Man kann nun die Gleichungen (1.) in eine zusammenfassen. wenn 
man sie mit den willkürlichen Grössen 4,. A, 4, multiplieirt und addirt. 
wodurch 
3.) YhStRhtrh = Ftutflh)h 
entsteht. Substituirt man hierin 4, =4f'(S,), so folgt: 
YA) ( & )= = 0, 


oder 


und substituirt man 4, = u,. so erhält man 
(9.) un 3 + U» + u, 6, we . 


Die Gleichungen (4.) und (5.) genügen, um die Verhältnisse £,:5,:5, zu be- 


stimmen, sie geben zwei Werthpaare, welche beide in den Werth für © (2.) 


substituirt werden können. Hierdurch ist das Theorem ($. 1) erwiesen, wenn 


[ . Hn T. Dr - 
man dort noch die homogenen Variabeln d.h. 2= —-,y=, und S= 
S3 


3 3 


„= substituirt. 


E 
E 
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Zur Bestimmung von y sei 7,:72:7,, das zweite Werthenpaar. welches 


1.) und (5.) genügt und in (3.) 4,=4f'(n,) substituirt, dann entsteht: 


(6.) y.f(sn) = 2t+u. fa) Afln). 
Die Determinante rechts kann man aber auf eine bekannte Weise umformen. 
Man bemerke nämlich. dass die Grössen «a, ausser (.) auch der Gleichung 
unten +un = OÖ 


oenügen müssen. so dass man. wenn o willkürlich ist, setzen kann: 


6, ) 8.u, = S n3 —63Nn)«. 0. Ms _— S; N — | "3a 0. U; — Sı?)a ” < 1, . 


Die Determinante rechts in (6.) wird aber eine Function dieser Grössen. wie 
man durch eine bekannte Zusammenziehung der partiellen Determinanten er- 
sehen kann. und zwar wird sie die zugehörige Form zu f(xx). so dass aus 
(6.) hervorgeht: 

(8.) y.fisn) = e.[ un), 


wenn in expliciter Form geschrieben 


‚ / 7 2% \ > R ? ? 
/ ‚um, | dad; — 435) U, + (434;, 4,3) Hs (Ada r da, U; 


] 2 (A349 — Ay, az) Up; -} 2 (And, — Al) Uı U; 1 2 (a,sQ;; Und; ) U, MU; 
veselzi wird. 
Andererseits kann man auch in Gleichung (3.). welche immer die Glei- 


Im. SW. 


2) 


* Y . . ; 1 '- - 
chungen (1.) vertritt, statt der Grössen «, ihre Werthe a, = — (13 — £;7 
) 


aus (7.) setzen. und erhält dadurch 


Be ı f![£&E\ 
Ss2 13 s3 12 af (Sı) hy 
N | 
2 ie: Eu in ’fE 
Y\hısı 1 1354-4385) — . S;N1Sı3 ıf (8) hal. 
% 
BE « B, EN 2 1 
Ssı ja = 5271 af (5) ha 





was nach dem schon am Ende von $.2 benutzten bekannten Determinanten- 


satz in 


Y(hısıt set Bi) = 5 KEN hm amth) FEN) (hist ht h,&;)) 
übergeht. oder, weil f($s) wegen (4.) = ist. in: 
/9 \ r = 1 ’e “ 
tr Sn ur; En) 


Ä ce N 
Aus (8.) und (9.) folgt nun durch Elimination von fen: 


10.) v = —I(uu). 

















R E He = e 
FE N VEREINE N6 





PER rer 


es ee, 
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wodurch eine ebenso einfache wie gesetzmässige Bestimmung von y ge- 
wonnen ist. 
Hieraus ergiebt sich nun 
Theorem 1. 


Wenn man unter der Voraussetzung, dass f(x. y) = 0 ist. 


j dx + SE; ‚de, 
[07] er we; =. erg 5 K 1 “R, % “ 
wz+u,y+u).iIf(y) « u.f(&x) 


integriren soll, so bilde man ein den Gleichungen 


ff) =%, u,5,+ % 5:4 u, 5, = Ö 


genügendes Werthenpaar, was durch Auflösung von zwei der folgenden drei 


linearen Gleichungen: 
e je gu # p \ ’ Be Pre ‚\£ Ta: 

4) \Y- u) =Wf (5) fe). Yu): =wf(&)-uf(S), 

(11.) 


| y—i!\ au), = uf'(&)- uf ($ı) 
erfolgen kann, in welchen I'(uu) die zugehörige Form zu fixxr) bedeutet: 


alsdann ist 


u Ir), € 
Y—-I(uu zu T7,uU,77,Uu, i 


Das Vorzeichen von y—I \uu) muss mit dem in den linearen Gleichungen (11. 
benutzten Vorzeichen, und die in den Differentialausdruck einzuführende Wurzel 
der Gleichung f(zx) =0 mit der im Integralausdruck zu wählenden über- 
einstimmen. 

Es ist übrigens bemerkenswerth. dass durch die Gleichungen (11. 
eine ebenso symmetrische wie einfache Auflösungsart zweier Gleichungen mit 
zwei Unbekannten gewonnen wird. von denen die eine eine allgemeine des 
zweiten Grades, die andere eine Gleichung des ersten Grades ist. Schreib! 
man vorläufig noch y statt seines Werthes aus (10.), so sind die Gleichungen 


I.) oder (11.) die folgenden 


) 
0 — 5 (a3%— 4, %—Y)-+ 5: (43%, - - Ay d;) + 5 (433 0r (4; 43)» 

(11*.) 0 = 5, (au —Aa3%) +52 — a3 —Y)-+ 5 (a3 — Az; 2%). 
iD $, (0,%— A %) +5; (A — A12%,) +5 (43% — 413%: 7)» 


durch deren Determinante, wenn sie gleich Null gesetzt wird, wieder die Gleichung 
(10.) zur Bestimmung von y entsteht, wie man sich auch durch eine nachträgliche 
Rechnung überzeugen kann. Da diese Gleichung eine reine quadratische ist. 
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so hat man nur das Vorzeichen ihrer Lösung, nämlich von y—/'(uu) überall 
zu ändern. um das zweite Werthensystem 7,. 7». 7, zu erhalten. welches 
den Gleichungen (4.) und (5.) genügt, es dient daher zur Vervollständigung 


des obigen Theoremes, dass auch 


a - - Ft aawra tem); 

















y— Te u) Z, u, -, u, +8, u. 
ist. 
Als Beispiel sei f(@,y)=r’+y’—1=0, also f(ex) = 2742, —r;:; dann ist 
I (au) = —-w—w4u,, also ai En +2%—u;: folglich, wenn y = yl—x’ ge- 
seizt wird. also 4f’‘(y) = y1— 
46 , da 1 ze +y&,—E 
a. Fe a A), 
(u, cTu,) 4x ’- 1,)} 2” } uU u,—u; zu + yu, u, 


Wo &. &, 5 aus zwei der folgenden Gleichungen, aus welchen durch Verbin- 


dung mit der dritten auch obiges 7 entnommen werden kann, nämlich aus 


Un 


(13.) ySı Br — 453 — U; fr, 75: = 55 +5, 7 = USR—WSı- 


bestimmen sind. Dieses Beispiel ist für die Behandlung durch die ge- 





zu 
wöhnliche Theorie schon hinlänglich complieirt. Setzt man noch «, = 0. 
%=0, u=1, so wird y=y—1=i, und aus (13.): ,=0, 5, =— 5. =i&,=1#: 
/ 

wenn 5 —=1., also: 

' dx 1 s i 

(14.) iz > — = I(zi+y) = aresinz. 

Y1— 2’ 

Setzt man ferner =0, % =1, 3 =0, dann it y=1, 8,=0, = —$,, 


also &,=1, wenn 5; = —1, folglich: 


(15.) Se ET en Me a 
yy1—a’ 1-2 vie’ wo, 


Endlich wenn u =1, %=0, 3, =0 ist, wird y=1, 5, =0, 3, =$; also 











wenn 5, = —1 auch 3 = —1, daher 
' dx 1- Yi— 2’ 
16. : mens Ei l a de 


wie es hinlänglich bekannt ist. Diese Beispiele werden zur Erläuterung der 


Methode hinreichen. 














EEE 
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$. 4. 
(a2 -+qa,y-+-a,)" dx 


(uxc- u,Y 5 ie If) 


Wenn man in dem Fundamentalinteeral &© den Nenner dahin verändert. 


Entwicklung von o, = /- 


ER PERLEERN 


dass man eine beliebige Potenz desselben vorausselzt. so ist man nach dem 
g.2 (12.) entwickelten Prineip genöthigt, um die allgemeinste Form desselben 
zu haben. dem Zähler eine um die Einheit niedrieere Potenz zu »eeben. und 
ich wähle als einfachste derselben die Potenz einer linearen Funetion. Es 


wird sich zeigen, dass man durch das auf diese Weise eebildete Inteeral. 





welches ich nach der Potenz im Zähler durch ®, bezeichne., zur Inteeration 
aller ganzen Funclionen von x und y gelangt, in welchen zwischen = und y 
die Gleichung f(x. y) = 0 stattfindet. 

Ich werde allen zu behandelnden Integralen die im Voriren entwickelte 
Transcendente ® in der Weise zu Grunde legen, dass ich dieselbe, genommen 
mit einer passenden linearen Function, in das Differential einführe, also. wenn 
„ diese lineare Funclion ist. 

de = !f (y).(wce+wy-+u,)dao 
setze. Es ist selbstverständlich in dem vorigen Falle dieselbe lineare Function 
zu nehmen, welche im Nenner von @®, gegeben ist, und es wird daher 


d,X- dl, l Bewer 
‚=/G@ y7 =) do 
UC-UY-U, 


oder. wenn man die homogenen Variabeln einführt und der Kürze halber 





a = us m + 4,7; 


1.) ‚= /G@ ) do. 


Um dieses Integral zu behandeln, will ich eine Operation d einführen. 
welche darin besteht. dass man eine Function der Grössen @,, ı». a, nach 
denselben differentiirt und statt der Incremente die entsprechenden a,. &. «@; 


setzt. 


we, 





substituirt; dann ist klar, dass 


ac-+tay-a dx j dx _ 
Lmnnenne %y7 : = -0/ — — Kim) 


(wsc-+u, Yy-+ u,)" af) (uX- - u, y- -U,) ıf'(y) 





.) Be 


Ta, \ 


ferner aus deniselben Grunde: 
(—1)"de.-ı 


u MB En nn A TER 
ul, ... = ; i 


= 
15 * 


| 
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folelich alleemein: 
mE 


.3.. 
wofern d” die »malige Wiederholung der Variation d andeutet. Es handelt 
sich nun darum diesen Prozess auf die einfachste Weise durchzuführen. und 


0" @® no 





hierzu dient das folgende Theorem: 
Theorem Il. 
Man kann immer © und 0® mit solchen constanten Factoren multipli- 
ciren, dass die Summe der Producte eine algebraische Function ist, und zwar wird 


/ ’ a a Stu a,z. 
4.) Tlu).d@-+I'(ua).o = ZH, 


u 





wenn I'(uu) die zugehörige Function zu f(xx) ist und 
4 WEIL EEE en — I'(ua). 
nf), RAmıfe), mal) 
gesetzt wird. 
Beweis. 


Nach dem Theorem I. $.3 ist 


also 











A 
u v-T) Y— I(uu) u 


aber weil 


II’(uu) = 21 (ua), 











ıst: 
N 2‘ Et Tua) 
Y—I(uu) Tau) i— A u) 
u 
Setzt man noch ee — @y—I'(uu), so entsteht 
0 = — IXua) m) - 1 nn 0] f(E %) 
IXuu) Yy— I (uu) u 
oder 
I (uudo+1l(ua)® — —[' — I (un) Öl > _ 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist algebraisch, weil sie die Varialion eines 
Logarithmus enthält, daher ist zuvörderst der erste Theil des Theoremes be- 


wiesen. 








ww PEN sl par ann 
ER 2 


, een 
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Um aber diese algebraische Function zu finden. hat man die Constanten 
z, als irrationale Functionen der Grössen «, zu variiren und dann eine sehr 
complieirte Umformung zu machen, ich ziehe es daher vor. den Ausdruck 
linker Hand, nämlich 
I (un)do@+lua)®, 
durch Einsetzung der betrelfenden TONER ale direct zu behandeln, was das 


Resultat unmittelbar geben wird. 
Es ist wegen (2.) 
w “ ® 
008=—-@, = /. -d®, 
f u 


folelich 
a —al{uu) 7 u ulTua)—alluu) ,_ 
ol (nu)- (ua) SC + (u a) )do — :/- do. 
r u 
Um die rechte Seite dieser Gleichung zu inleeriren,. wende man das in $. 2 
ausgesprochene Prinzip an. Setzt man nämlich für d® seinen allvemeinen 


Werth $.2 (11 


Y 


ee 


kann man über die willkürlichen Grössen S, so verfügen. dass die beiden 
folgenden linearen Functionen der Variabeln x,, nämlich 


en) alTuu)=(u, IXua)-a, I\uu) x, +(u, I(ua)-a, I\uu) )e,+ (u, I\ua)-—a, I\un))«,, 


\ 
! 


if fd x) v ı.f'(E)®, ıf(&,)2, 3 af 2); 
einander identisch gleich werden, wodurch 
u x a ad ei a S+tE&z,da, 
(6.) Io I (un) +@I (ua) = | —— 
j « u 


entsieht. wo noch die betreffenden Grössen S, zu substituiren sind. Es gehi 
nun aus (9.) hervor: 
ıf(S)= ul (ua)—a, !\uu) = 4, — ma) I") — (ya — ua;)1'(u;)! 


u. S. W. 
oder wenn man der Kürze halber 
7.) 9 -u.=6, ka-ua, =, u. —u0, = 6; 


setzt: 

8.) (=), Fi) ar), Fe") 
Diese Gleichungen kann man bekanntlich dadurch auflösen. 

um z. B. 5, zu finden, dieselben der Reihe nach mit den Coeflicienten von 

/"(a,) multiplieirt und alle addirt u. s. w. Hierbei hebt sich, wie 

sieht, die entstehende totale Determinante der linken Seite gegen die au! 

der rechten Seite befindliche, da die partiellen Determinanten von den par- 


Sl" (or, 


dass man. 


man bald 
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itellen Determinanten auf den rechten Seiten die totale der linken Seite zum 


Factor haben. und es entsteht: 
6 (af) -uf())> = (af) uf ()); = Kauf(&)- ff (<ı))- 


wie man auch a posteriori durch Substitution in (8.) leicht verifieiren kann. 


9.) 


Un 


Diese Werthe werden nun in I +S,m,dr, substituirt und geben alsdann 


ef) [(&)» 2, dı, | 
2d = Il f(&)-uf(6),: 2, da, 
url). Lu de; 
und daher nach dem schon öfter benutzten Determinantensatz: 
S+5de, = df(öx).u—-f(Ix).du. 
Die Gleichung (6.) geht daher über in 


vr f£ ade) fEr)du FED, 


+ 


In 


08.1 (uu)-+@1l'(ua ö 
! 


7 


Substituirt man endlich die Werthe aus (7.) zurück, und setzt noch 
10) a=ıfa), 2a=ıfln) 3=3/(@). 
so entsteht schliesslich 
I (un).do-+I (ua)® = + N, 05%3» 
was zu beweisen war. 


Von diesem Theorem ausgehend gelangt man nun durch wiederholtes 
Variiren. indem man die Relationen: 
IT(uu) = 21 (ua), 
IE +40 = Zta0% = 0 


berücksichtigt, allmälig zu folgenden Gleichungen: 


u 


=. 
!(uN)do-+lua® = + ; 
uU)« —- ua) —= run Zu 
au) @-+31(na)d + T(aad)® — —  Etma;; 
I Kun)’ ww: (ua): Ze < E 
11.) | . 
Tau) o+51(na)d’D+4Al(aa)d® — 21,4 UNIV AE 


I uu)d"@+(2n —1) T (ua)""@-+(n—1) I (ua)d""® 


| ar 


= (I)"(r—1)! 





u" + u, U, fa. 


in welchen die letzte Gleichung durch die (a-+1) Methode ihre Bestätigung erhält. 











5 
& 
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Um dieselben aufzulösen, dividire man sie sämmtlich mit /' (vw). und 
setze der Kürze halber 


12.) &= 


(u sa)  IXaa) 
Tr; (uu) ? - IKuu) ’ 
so dass @, und @, in Bezug auf a,, a,, a; homogene ganze Funclionen von 
der respeclive ersten und zweiten Ordnung sind. Führt man alsdann die 
Multiplicatoren A,. 4,_1, Au_25 . .. 4, ein, welche den Gleichungen 


+ 4, An 0. 

7 30,4, _, 40, A, 0. 
(13) | 

4; +(2n 5) +n—2)oz%4, :- (0, 

a +2 n—3)o,4, +(n—-1)o; = 

kı +(2n—1)o, Ü 


senügen, und multiplieirt mit denselben der Reihe nach die mit /' (ua) divi- 
dirten Gleichungen (11.), so giebt die Summe die Gleichung: 


, . a‘ 1) Stu dd, X 
VD —=1AD-+ A —— +21(- ar ei —1)" (n- 1 ( -) Ban 
d u 1,07 ee An I\ / \ / 7 ) u.I(uu 


in welcher die Multiplicatoren 4, nur noch Constanlen sind. 
14 ‘ — (— 1)" IN zu P ß 
Wesen (3.) war aber ,=-—— d”"@, daher folgt. nach leichter 
z- . B e 


Reduction: 





= (— 1)" | 1/a I ), ( a y 
= — Do —)— (- — _ | — 
e n! n Nu n(n—1)\u 


(14.) 





a gi 
don 1 ! u | u,d,%; 
i ( FENDER — 5 


h, [= I f ya 
u SB rat 3, Saicc rn n 
n(n—1)m—2) \u \ n! I u.Iuu 


den 


also: 
Theorem Ill. 


Ö, - / (ei 4 ) do 
u2--u,y-+ 
besteht aus einem einzigen Logarithmus einer AN Function und zwar 
dem in ® enthaltenen, multiplieirt mit einer Constanten, und überdies aus einer 
algebraischen Function, welche in Bezug auf den Nenner wac+wy-+u, des 
gegebenen Integrales eine nach negativen Potenzen fortschreitende endliche 
Reihe bildet, deren Coefficienten ganze Functionen der Variabeln sind. 


Das Integral 
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Was die Constanten 4, anbetrifft. so bezeichne man mit y? numerische 





Coellicienten, deren Bedeutung gleich ersichtlich wird. dann folgt aus (13.): 







,u=y’a =—(2n—1)o,. 

A m 4.0 ‘ u? \2 

,»=y, atYfı & = (An —1) An — 3) —(n—1) o,. 
u. S. W. 


und allgemein. wie leicht geschlossen werden kann, 


® 


m hi 


en 


r 7 a Pe k) „i—?m m 
15) = 2 yDartwar, 


m (0) 


wo der obere Index %k von in als Index des zu bestimmenden 4, conslan! 


„ bilden combinatorische Aggregate, deren all- 





ist. Die Zahleneoeflicienten y/; 
vemeine Aufstellung wegen ihrer unvermeidlichen Complicalion keinen beson- 
deren Werth hat, da die Recursionsformel, welche das System (13.) bietet. in 
jedem gegebenen Falle uasacı zum Ziele führt; indessen kann man durch Sub- 
stitution von (15.) in (19.) leicht die Gleichungen (13.) auf rein numerische 
redueiren. Da ich aus dem angegebenen Grunde hier nicht näher darauf ein- 
vehe, so will ich eine Umformung angeben. welche die Bestimmung der 3, er- 
leichtert und aus anderen Rücksichten eine Bedeutung hat. Es besteht diese 


Umformung darin. dass man statt der Constanten 4 andere einführt. welche. 





durch « bezeichnel, auf folgende Weise definirt werden: 


h, h, h, wi. „4 
; (f “ — Bro - It. N ö oyN\ — d eo . . . & Mt, . 
n R” n(n—1, | n(n—1)(n—2) nn! 


Subslituirt man dieselben in he so RER sich: 


” > a 
\®, = u. @8- R — — —— 
n n n—2\u 


+2 (- En. ty en << ! u, dd, A; 
N 


und es werden die Gleichungen (13.) zur erben der neuen Constanten 


(16.) 





foleende sich verwandeln: 





U — — 
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7 welche die Quadrate der natürlichen Zahlen nicht mehr enthalten. aber dafür 
E in der Auflösung numerische Brüche’ als Coeffieienten liefern. während (13. 
1 oanzzahlige Coeflieienten giebt. 

j Ich werde in der Folge beide Systeme anwenden und bemerke nur 


noch. dass. wenn man die Conslanten 4, und «, direet in Funclionen der Grössen 
ty. 5. A; ausdrückt. sich wegen (12.) aus (15.) 
I*""(ua) I” (aa) 


ä \/ ; ‘ 
—, u=(-1)}. nn -N(n—2)...(n—k 
2» (um) er. , q \ ü | en 


Zr 


18.) ” I TEE 





ergiebt. folglich der Satz: 

Die Constanten 4, und u, sind in Dezug auf die Grössen a,. a,. «, 
ganze homogene Functionen der K'”" Ordnung. 

Zum Abschluss dieses Paragraphen will ich noch die allgemeinen Werthe 
der ersten vier Funclionen ®, in explieiten Formen hinschreiben. wie sie sich 
unmittelbar aus (13.). (14.) oder (16.). (17.) und (12.) ergeben: 

FE fie _ alu) Zuuna,%, 
> } 





WW 


er u I (u) u.](uu) 

















Eu fP- _ all” (na) - 2I (aa) I’ (au) ) (Gi a „4 (ua) IS tua,x 
x Tu 2° (uu) 4 = I(uu)/ u.I(uu 
2 Fr A io — 37 ua) I aa) TI un 
WW. —= I] — 3 | Fe ) 
x u’ Iafı un) 
ER, > Yan $- ‘ 
19.) (i (2 4 ei ua) a ER. 2 ua) 4m aa Kuu je u,a0,4, 
| 6 Nun) u I” Cum u.I(uu) " 
“ a’ do 2 33” (ua) 30T” (ua) I’Caa) I (u) +31” (aa) I’ (un 
w, rn ua Az | ara " 
- u SL" (um) 











-( (= + E 7 I(ua) / 2 | Sal (na) — II Caa) Iuu) a 
TI2 Fr un) \% 241" (uu) u 
35] Cua) — 551 (na) IXaa) I\uu) a S+a,u,4, 
8 241° (un) 





u.I (uu 


$. 5. 
Specielle Fälle von @,. 
Die vorstehenden Entwicklungen bieten in zwei speciellen Fällen. welche 
aber immer noch sehr allgemein sind. wesentliche Vereinfachungen dar, welche 
ich im Folgenden entwickeln will. 
I) Es sei @«,=0, was eine Relation zwischen den Constanten «, und 
a,, nämlich 
I (ua) = wI"(a)+w1"’(a)+w1"(a,) = 0 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 2. 16 
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dass jedesmal, wenn die Relation u, 1" (a) +21" (a,)+ u, 1”(a,) 












a FR RR: 
“ PN a nn r 


zur Folge hat. Benutzt man hier die Gleichungen $.4 (17.). so sieht man 
sofort. dass 
A 0. uU; = 0, U, 0, u. 5. W. 
ist. und 
a nn 1 “ R 3) (m I) nz (n x n—3)en Ns TR 
n BU (n—2)n a (n—4#)(n—2) n en 
Beachtet man noch, dass wegen $.4 (12.) u — 0, Ist, so folgt aus $.4 (16.). 


— 0 stattfindet. 


















ist. so erfordert die Relation zwischen « und a a;- 





daher wird 
u. 1a f(z,)—-Ia, f(x 
-Z +06 =" Fe Fa) _ aYy—Ay@ 
u . x, 
und 
(ax+ -a, y1- 2 "de De PER, 10 BA 
a — . Er — (a, +5)" aresinz 
« > 4_r? 2. oo. N 
a\n—l f vi a\r 
we —— R\ (a, 4 tr 4, |] 1—: ) nn 1 (4X dt, } 1 - x?)" 
-(ayloae a0 u I Fe Du n—2 
3.5..n—1 (ac ta, yi— 2’ 


-V und /'(aa) = 





für ein gerades n 
£ 42 +4,y-+4,)" dx 1), 1.3.5... -1) TI: "(aa) _ 
' uwc+tu,y+tu)t! Afly i Bu, 5 RR. 
Re A VRFE. ER us. Le Y IXaa) . = = Na _ I(aa) 
\ A (n—2) I (un) -2)n ne a (un) 
<B at Van II M N — est u. ı- == u0,%; 
| ee 4.6... ı 2TeI (au) I u.T Can) 
und für ein ungerades n 
FA (42 -+4,y- -.a,)” dc de Anl 2 hs 4 Tau) 
4%) \Y wet y tut! 2) Ian) ' 
WARE 2.4. 6. N - ia zw 2 (an) e: 1u,4,%, 
Ai E33 LT: (un) ) Ei) 
ist. Das Glied, welches in ® BEN ENR ist. geht aus (1”.) fort, weil sein 
Coeflicient einen ungeraden Index hat. Der speciellste Fall hiervon biete! 


sich dar, wenn f(ay)=x’+y'—1l und „=0, u =0, „,=1, also ®@=aresin isl 
($.3 (14.)). Da alsdann / (wu) = —w—-w+= +1, I (ua)=— (au +00,)+a,u,—a;, 


-(4 +0). 


3 
” 


(4; ) 4 ss. 


u 4 


(a, 










TER... 2 


zu machen. 


für ein gerades », für ein ungerades hat man die (1”.) entsprechende Aenderung 
Speecialisirt man diese Formel noch weiter. so gelangt man mil 


(+) >) 





a,—0, a,—1 zu der bekannten Formel in den Lehrbüchern der Integralrechnung. 


er. 


a ee ee 
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Il) Es sei 0, d.h. /'(aa)—=0, also die Bedingung eingeführt, dass die 
lineare Gleichung «= 0 mit der Gleichung f(x,y) = 0 ein Paar zusammen- 
fallende Wurzeln gemein hat. Die Gleichungen $. 4 (17.) oehen alsdann 


über in 


2n—1 (2n—S)(2n—1) , 2n—5)\(2n—3)(2n—1) - 
u = 00, Die -G1. AM; = u FE 3 5 
n ’ ne (n I)n (n—?2)(n—1)r 
2 Fiss) . 
und geben, weil «@, = Fa hal, dass, unter der Bedingung !'(aa) =. 
; IR « % 
/ d,2--a,y-+a,)" dx 1.3.5...2n—1 I”(ua) _ 
—— lt LO TE, 
' J (wr+tu,y+u,)"t! Af'(y) Bis I" (nu) 
93), 1 fa\ am “i Aa ) 1 IT (ua) (On—I)2n— 1 I" (ua Aa Y” 
In\u/ n u (n—1)I(uu' n—1i.n (n—2)I"(uu r 


3.5...2n—1 I["!(ua a\‘) Stua,xX 
Ber T" (wu) \u/) u.Iluu 

wird, ohne Unterscheidung ob n gerade oder ungerade ist. 
Setzt man @,=0. &,—=0. d.h. /(aa=O und /aa)=0, so entsteht 


3 ne d,y-+-a,)” d.ıx I 2 tuaz, 


/ f uu.775 pr 
ucH4u,y-+u,) ıf'(y) n u". I (un 





da alle übrieen Glieder fortfallen. 


$. 6. 
Integration der ganzen Functionen von z und y. 

Die Formel für das Integral ©, $. 1 14.) zeigt. dass jedes 4, sich 
in eine ganze Function der Constanten «,. «,. «a, multiplieirt vorfindel. welche 
in Bezug auf dieselbe von der (»— A)" Ordnung ist. Nach $. 4 (18.) ist 
aber A, selbst eine ganze homogene Funelion der #°" Ordnung in Bezug auf 
dieselben Grössen. folglich ist ®, eine homogene ganze Function der Üon- 
stanten a,. a. a, und von der n” Ordnung in Bezug auf dieselben. Aus 
diesem Grunde kann man sowohl im Differentialausdruck von ®,. welcher im 
Zähler diese Constanten ebenfalls von der »"" Ordnung enthält. als auch in 
dem Werthe $. 4 (14.) desselben statt der Potenzen und Producte a, a a. 
von der »"" Ordnung (wo e+P9+y=n ist) die entsprechenden Coellicienten 
einer beliebigen homogenen Function der »"" Ordnung der Grössen ı,. 7... =; 
setzen. ohne dass die Gültigkeit der Gleichung $. 4 (14.) aufhört. 


ten 


Nimmt man nun an. dass diese homogene ganze Function der x“ Ordnung 


1. F2,,8%,3) = SF(e,y) 
16 * 
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sei. und bemerkt, dass durch die angegebene Substitution 
(a0 +25 4,73)" — F(z,. Ts T;) 


wird. so folgt, dass in symbolischer Form: 


” si . 7 » v Pf, ” . 
2 \ f (z,y)aa f Word, d,) Ir — 
as (uc-tu,y-+u,)" fly) J (ux,+u,x,+u,x,)" Buun We; 
ec ha | »Y 3. 2 u. # Ma a u u © 





ist. d.h. dass das Integral erhalten wird, wenn man in @®, statt der Potenzen 
nd Produete der n’” Ordnung a“ a)a’ die entsprechenden Üoefficienten von 
F'xı. 2%. 0,) substitwirt. 

Durch diese Substituiion gehen die Constanten 4,, $. 4 (18.) in zu- 
sammengeselzte simultane Invarianten. Covarianten und Zwischenformen der 
drei Funelionen F, f, « über, und man erfährt ihre Zusammensetzung durch 
die Gleichungen $. 4 (13.). so dass hier die symbolische Darstellungsweise 
oleichzeilige die genuine Methode zur Entwicklung der schliesslichen Resultate 
wird, auf ähnliche Weise, wie ich sie vielfach in meiner Abhandlung „über die 
homogenen Functionen dritter Ordnung“ dieses Journal Bd. 55, p. 97 benutzt habe. 

Wenn das Integral einer ganzen Funelion von x und y verlangt wird. 
so versteht man gewöhnlich darunter / F(x, y)de, man muss aber beachten, 
dass durch Einführung der homogenen Variabeln 

3.) / Fa, y)de / P(2.,0,, n.2, he nn 
wird. also dass der Differentialausdruck einen Nenner erhält, und zwar die 
»+2)'" Potenz einer linearen Function. wenn F von der »“" Ordnung ist. 
Nach den bisherigen Entwicklungen hat sich aber herausgestellt, dass die 
Formeln symmetrisch und nicht complieirter werden, wenn man die Potenz 


einer beliebigen linearen Function @,2-+0y-u;, statt x, im Nenner voraus- 


\  - Fea,y).de 
a) Saar 
wii ui 


dasjenige Integral sein, welches wir hier behandeln. wenn eine ganze Function 
integrirt werden soll. Die Rückkehr zur Form (3.) hat keine Schwierigkeit. 


indem man immer 4, =0,. %—=0, w,—= 1 setzen kann. das Endresultat wird 


selzt. daher wird 





aber dadurch um kein wesentliches Glied kürzer. 
Um nun (4.) zu entwickeln, führe man statt dx das Differential d® ein. 


vermittelst der oft benutzten Gleichung: 


de = 4f(y).(wc+wy+u;) do, 





E 
4 
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aber genommen mit derselben linearen Function. welche im Nenner von (J 
sich befindet, dann entsteht in symbolischer Form: 





(5. F Fix, y).da ff Foy.ıfly).do 4 
n .) (u age rg D, 


wy+u,)"t J/ (wctwu,y--u, 


wo man in @,,, statt der Potenzen und Produkte a“a/ a der jetzt („+ 1)" 


Ordnung die entsprechenden Coelffieienten der homogenen Function (n--1"" Ord- 
nung zu subslituiren hat, welche durch Multiplication von F mit Af’y) ent- 


steht. Vergleicht man dieses Resultat mit (2.), so wird klar. dass dureh die 
Abwesenheit des Nenners 4f’(y) in (4.) das zu benutzende @, um eine 
Ordnung höher genommen werden muss. 

Man kann die Berechnung des Productes von. F mit 4f’(y) vermeiden 
und gleichzeitig ein noch allgemeineres Resultat erzielen. wenn man für d@ 
seinen allgemeineren mit den beliebigen Multiplieatoren S, behafteten Werth 


$. 2 (S8.) nimmt. nämlich 
do 


und gleichzeitig statt }f’(y) auf der rechten Seite von (5.) auch f(s.r) setzt. 
alsdann ist 


Eu  F(z,2,,2.).f(Ex) F(2,2,,2%,) 
1 SERIE a [Maren Free 


[ ._| Br » n-4-1 f » | D = 
(Ur WR, U,X,) J’ (v2 +u,%,7U,T, 


i 


oder wenn man die Homogenität aufhebt. 


i Fia,2.,2,).f(Ex) 2 
J ar enge Dr ar d® 
J watw2,+u,2,) 


nv 
= 


E Fay) u u 
= be tz PRTE (—Sıdy+S2de +5 (ady — ydır) . 


: F(z, y) =. “ F(z, y)dır 


Kr 


. (uvz-+u,y-+-u,) Hs2f- (u z+u,y-+u, 
 ı (aedy - yda)F(x, y 
u S3 2 ar Ben n > 


\4 
(urH- "u, y-r-u, 





n+-. 





Es wird also durch die Behandlung der linken Seite von \7.) nicht allein 
der Coeffieient von 5, welcher das verlangte Integral |5.) ist. sondern es 
werden auch die beiden anderen Integrale, deren Bedeutung ersichtlich ist. 
aus derselbigen Quelle entnommen, ohne dass die Rechnung irgend wie we- 


sentlich complieirter wird. 
Selzi man vorläufige (a0 + 2;,+a,x,)” statt Fir, , ©, x,), so überzeup! 
> (Mi 2.62 343) Hi ’ 
man sich zunächst, dass durch totale Differentiation nach a,. @,. @a;. 





# 
‘ 
\ 
H 
I 
# 
j 
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da, 4-1 da„-ı 


ı f!(&E). ZıLIıflE 2 LIE‘ 2 
(51) da, f(S)° da, +2/(s da 
BEN KCRERRERESICHOBERUOERAUCHER 














Er“ +u,2,+ u, 2,)r! 


wird. wenn man bedenkt, dass ERERR 








E “ Aa z -q, 2, a x ’n +1 4 

n-+1 ha | | — ur d® 

(ux,- u z,- 4 u. ‚T, 
ısi 
Man setze nun der Kürze halber 
S \ I: > da,:ı N I 2 da„:ı } J do, N 
.) u a m — J, = R 
er da, & da, | da 


folet aus obiger Gleichung 


ar.f(&xr) do pe’ P N | s 
4 \ EEE EEE FEN . { 1 - 1 . Li A. . l vn \ 
4.) /- Fun | rer) = n+ z (Si A) af) z/ (43))- 
Wenn man jetzt die symbolische Substitution vollzieht, so ist durch denselben 


Werth auch (7.) Po also mit Rücksicht auf die rechte Seite von (7.): 


y F( Y) dı 1 >” 1 | 
| ; ET - BZ ee ı ıf(9,) = — (4,44 a2 403%). 
' JS (uwc+u,y- ” n +1 U nl # 
j Fa: da 1 m. | 
0.) { /- ende _ ze ıf'(E — (and + aa drt+ ad). 
Ä I (uzc+u,y4u,)"t? n--1 +4 
Fa, y)(wd ey E nl 1 ’ 1 
#3 er Ti l di; 9. ® A 7% 9. en i I N i y) \ 
j = n (Aızt Ay» UV, Ast a 
| Ws U,Yy- u,)" n4-1 ef 95) Ei a 


schliesslicher Endform. wovon die zweite Gleichung das ursprünglich ver- 
langte Resultat giebt. Wenn der Nenner des Integrals #”'" nicht erforderlich 
ist. so kann man die Substitution va, =0. u, =0. «,=|1. in ®,,, ausführen. 
bevor man die Grössen 9 nach (8.) bildet. 
Hiernach erhält man aus (9.) folgende specielle Integrale. in welchen 
der kürze halber 
(11.) (aaa) = Z+a,4»0;z. (uf) =mstmst u; 
veselzi ist. und wie schon angegeben %,= 4f’x,). und ebenso 2, = &f'(S,). 
U, = 41" a). A, = 41”(a,) geschrieben wird. wenn man überdies die aus der 


Theorie der homogenen Functionen zweiten Grades bekannten Gleichungen 


(12.) US+05+U;2, = (uf)(aaa). 
| Er | |$, » 
(13 Us.» NER vR 2 l&, . TI. U, 


berücksiehtiet : 























| 
Pr 
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EN \ 
1) "fEr)a do o(aaa) CD 2Et%U, 
Be u I (uu) ul (un) 
 ( af(Ex)do hi 3(uE)Iua)—2(ad) (un) (ua)\ N-+E& x, | 
1) I —— = Olaaa)‘ ns I, )- ) u Ba 
R u 2T’ (uu) u (uun)/ Zul'(uu 
Br Ci f(&x 2. Ei 2 S+ua,y, 
BE "= Tu 2Zul(uu) 
a f(Exr)do (uE)(5l”(ua)- -I (un) I Caa))-- 2(as)I (na) (un 
m. WAL Sr)dn - © (aaa) - TE RI ) nei sata Aula 
ar au) 


(: ( 48 | (2 na)  I57" (uwa)— Al (un) (aa = & U, 
N” von | 6I”(un) 3u lu 


(3 af(&x) | „(ug)a(aaa) +T(ua)f(Ex) 
A} 





6° wre Zr 


u | ul un) 





—t- ———— 


‚ (151 (ua)(uE) —4 (ag) P"uu))(aaa ) Stua,y 
3T (uu)" 


sul (un 
Seizi man in (11l.) a,a; = b,,, so geht a’ über in eine zweile homovene 
Funetion zweiten Grades: 

a’ = 2b,%,0 = F(zx 


2 Sb;2.c;f(Exr)do ’ 
und es wird / > : "= — dadurch erhalten. Um die symbolische Substi- 
« ! « 


tution rechts auszuführen, sollen folgende dadurch entstehende Invarianlen. zu- 


sehörige und Zwischenformen wie folgt geschrieben werden: 














I (uu) = Zo,,u,u;. (aab) = Zo,;b,,, Yluu) = Zb,;,U,U;, w(ux =b,0,U;. 
lerner: 
dF 
Tu (x) >= Wi, A, - 4 u; 
dr, 
alsdann = aus Ev 
am "b,; .[(&a z - , 7 Tr j 
ar us)(d« un) — I (uu) (aab) 2 uu)w(us 
(IV.) —— do = © (aaa) | 44.5 Ani Be er ) - | 
a’ 2 (um) 
$ se; | 
me <b,; 7, 5 Wwlur) | Iöpluu)— 41 uu)laab)\ 24 &,U, 
“ u ul u) 61 ”Cuu) ’ 3ul'(uu 
BeIFA | [(&x) ; WDStu X,y,Caaa)+Itu w,x,.f(&x 
s  a’I(uu) rs Wl (un) 


_ A5WS)ILU, w,%- 41 (uu)& u,,4,)\ aum) 


Yu P’(uu) 


x i 1 24 
Schreibt man F(x,y) statt a ZDuaant so findet man die drei in 


D; 
f (—&dy-+ Sder- +£ Cedy — — m IF y)_ 


enthaltenen Integrale, wenn man in Av.) die drei Coefficienten von Sı, $:, $;: 





einzeln absondert. 
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$. 7. 


KT f (ac -+a,y-+a,) da ats, de, 
Entwicklung von — HH. —n. ga. 
I wstuytu)oetoyte)if@ J uo.f() 


Die ULebereinstimmung vorstehender Differentialausdrücke folgt aus $. 2 








und es ist nur hervorzuheben, dass mit der Entwicklung des vorgelegten In- 


teorales zugleich 





dx 


Fi 1,44 u,)(0, X d,yTrd,) 
ermittelt ist. mit welchem es. wenn a,. @;. a, respective den Coeflicienten 
ty» An. Ay von Lf'(y) gleichgesetzt werden. zusammenfällt. Die Grössen 


a, a, v in dem ersten Integrale haben die Bedeutung 


Ya = HTML: +Q,T;. 
(1.) ua= was T% m: + X;. 
D = © Hu -- 0),XT 4 Ü;X7; . 


Man denke sich aus diesen Gleichungen x,. ©. x, in Functionen von a, u, v 
ausgedrückt. und schreibe die Auflösung wie folgt: 
2. +0%0 = antuc, +04. 


(2.) en =+a4%0 = an+a&+0S,. 





Z2+4%0% = an +uS,+09,. 
so dass 


=» 


3 ) = UC,; — U; ng — ol, — C;,l5. 7, - dl; 1 a,u 


di 
u. S. w. 
ist. dann kann man durch Substitution der Werthe von x, aus (2.) in 
N . Pr/E ENG ”’n\ 
fisz) = (af) +tEf (S2)+ ruf (5)) 
die folgende identische Gleichung ableiten: 
= +tamv;.f(52) = aflsn)+uflsö)tef(“ 


und demnach « ausdrücken durch 














(&6) (&9)  Ztau,ev | 
4) a u, [EN | ZI ‚ggn) 
f(Sn) f(&n) f(£n) Een 
Substituirt man dies in das gesuchte Integral, so entstehl 
feztind, __I®) (Etönde 169) (Etönde, 
u.v.f(S%) f(&n) v.f(Er) (En) u.f(Sr) 





S- 51: 
ı Stau, / Srsa,de, 
u.P 


f(£n) 
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3 Die beiden ersten Integrale rechter Hand sind. wie sogleich ersichtlich ist. 
‚die Fundamentalintegrale ©, genommen respective mit den linearen Functionen 


r and u: ich will, um sie von einander zu unterscheiden. bezeichnen: 


/5\ S+E& 7, de, = 2t+Ez, en BETEN 
\e . j fl ) ä wa /» 1.f(@ u u) 


er 
S4 u 


— 


rs 


und nur dann die lineare Function aus der Ze [ortlassen. wenn sie 





aus dem Zusammenhang klar ist. Es folgt daher 


N Pe Ex,de, FraE)-_ #3: f(&9) _, 4 rn au,®, S+&2,de 
(6. En - 7,0) - ——<@(u)+- Fan 
0.[(&%) [(£n) [(£n) (En 


und es bleibt nur noch übrig das dritte Differentiale exact zu machen. Dieses 
oeschieht aber, da die Grössen S noch beliebig sind. wieder mittelst der Formel 
$.2 (16.). wenn man hier die Umformung 

Z+:2.de, = ude—odu 


anwendet. welche dureh Substitulion von 
(T.) md un. 9m Ur, =umm Up, 


oder wegen (3.) von 


entsteht. wodurch man 


5 Er 
Q\ F arE2.de, f ude — odu ? 
er — — _- — 
ur . uv u 


iindet. Setzt man daher auf der rechten Seite von (6.) überall &—»,. so 


\ / AR Ir 


entsteht 


» ya . » % u 
az tg x,d, ? Ban (BE ; - S-+au,o v 
(9.) 2 men _ _ Fi) zn, 0) er 2. 
2 0.[(&x) fd “’ fa (nn u 
Auf der linken Seite kann man die willkürlichen Grössen &, beibehalten. weil 


sie von ihnen unabhängig ist. Nimmt man daher an. dass die Coeffieienten 
von a die Werthe haben 


(10.) d, _— Lf'(8.). ds — 3 (&), Ad; Ben ıf'(&,) 9 


so geht a gegen /(£x) fort, und es ergiebt sich aus (9.) auch der Werth von 


E Z+2:,2,de, 
Ta; 


für ganz beliebige Werthe von S,. 5. &. Dieses Integral geht. wenn man 





die Homogenität aufhebt und noch der Kürze halber durch x und © dieselben 
linearen Funetionen in nicht homogener Form bezeichnet, über in: 


| P} ER dr, = /- —&, dy-+ &,dc+$, (ady — ydır) 
(11.) J= er rs u.® : 


Bd. LXI. Heft. 2. 17 








Journal für Mathematik 
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welches den Complex der drei nicht homogenen Integrale: 


JE Fe Fa —yda 
uv ? uv ? wo 








umfasst, je nachdem man den Coefficient von —$, oder 5, oder &, nimmt. 


Es bleibt also noch die Substitution (10.) in (9.) auszuführen, da aber wegen (3. 
3 = ff), U. Ss. W. 
u 


n =. 1f'(&)o -4f f'(& ) 03, Ss. W. 


fm); ıf(S), “| 
(12.) fin) = | fm) If), % 
fm), If), % 
und diese Determinante verwandelt sich, nach einer bekannten Umformung. 


wenn man die parliellen Ableitungen der zugehörigen Form /'(uw) durch 


(1 3.) U, = 3 I" (2). „= 2 1" (u), U; = 3 1" (u;) 


ist. so erhält man 





bezeichnet, 


IST 
10 
jeD) 
ne 


(14) fd) = Zt 

desgleichen wird, wenn V,= 4/"(e,) ist, 
(15.) fad) = -FtmsP;. 
Beachtet man noch, dass wegen (3.) und (10.) 
+0; = Im fS)+RFe$)+nFf(5)) = FlEn) 


ist, so folgt aus (9.) 














(16.) fe _ Zum. a (v)— N -&(u)+ I); 
u.v f (nn) [(m) fm) 
also wegen (11.), wenn man sich auf den Coefficienten von &, beschränkt. 
_ de 
(u,xc--u, pr c-+v%,y-+,) 


(17.) 
74; N, 0, asE v 


E up a 
A Be = m) 
Alles zusammengefasst ergiebt sich: 
Theorem IV. 


Die beiden Integrale / zen und je S dyrs,de 4-S,(ydıa wdy) 
u.v.4f'(y) u.v 


in welchen die Grössen 5, ganz beliebig sind, und a, u, v beliebige lineare 
Functionen von x und y bedeuten, bestehen allemal aus der Summe von nur 























e 
2 
= 





vi 2 Be 
N 
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drei von einander verschiedenen Logarithmen , multiplieirt mit Constanten, und 


zwar sind zwei dieser Logarithmen die mit den linearen Functionen u und x 
genommenen Transcendenten © und der dritte ist der von den Coefficienten der Be- 


dingungsgleichung f=V unabhängige Logarithmus des Quotienten von v und u 
S. 8. 
Ueber irrationale Partialbrüche. 


Ich habe im $. 2 gezeigt, dass 
» [m a ee s 
FG t) = f II, 2,,0,)=7 Sr,de, 
\ [3 -— ns 





[(&) 


die allgemeinste Form ist. auf welche die hier zu behandelnden Inteerale »e- 


— 


J 


braehi werden können. wenn 


(3.) I (2, “ Iso %;) 


J 


F ( 2, ’ T,, L,) 





P(x,,%,,%,) 


einen Bruch bedeutel. dessen Nenner von einer beliebigen »'" und dessen 
Zähler von einer um die Einheit niedrigeren also (n—1)"" Ordnung ist. Ein 
solcher Bruch soll. der Kürze halber. nach der Ordnung seines Nenners be- 
zeichnet werden als Bruch der n'” Ordnung. Ich stelle nun die Aufgabe: 
„Einen Bruch der n’“ Ordnung in die Summe anderer Brüche der kleinsten 
Ordnung zu zerlegen, ohne dass es erforderlich ist, dieselben vermittelst der De- 
dingungsgleichung fax) =V auf eine Variable zu reduciren.“ Solche Brüche. 
welche also noch die durch f(r.x) = 0 gegebene irrationale Function implieite 
enthalten. nenne ich irrationale Partialbräche. 

Es lässt sich zunächst einsehen. dass man den Nenner immer in lineare 
Factoren zerfällen kann. wenn man sich darauf beschränkt, ihn nur unter der 
Voraussetzung, dass f{zx) =Ö ist, darzustellen. Fügt man nämlich zu dem 
Nenner P(z,.%,.x,) das Produet von f(xr) mit einer homogenen Function 
PX. 205, 0,) der (»—2)" Ordnung, deren Coeflieienten vorläufig unbestimm! 
sind. so kann man die letzteren immer so einrichten, dass ohne alle Be- 
schränkung 

p— P.f 
in » lineare Factoren zerfällbar ist. Um einzusehen. dass dieses Problem 
immer ein bestimmtes ist. denke man sich die Gleichungen P?=0 und f=0O 
aufgelöst. nehme die 2» Werthensysteme. welche ihnen genügen, paarweise 
zusammen. und bilde die linearen Functionen, welche für jedes Paar ver- 
schwinden und dadurch bis auf einen constanten Factor bestimmt sind. Das 
Produet dieser » linearen Factoren gleich Z gesetzt. hat dann die Eigenschaft. 
iA 
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bis auf einen constanten Factor 4, der sich hinterher leicht bestimmen lässt. 


die Identität 
p—-Y.f=4AL 


zu liefern, denn es ist ®—AL eine Function der x" Ordnung. von welcher 
feststeht. dass unter den »° Werthen, welche den Gleichungen P=0., L=0 
senügen, sich immer 2» befinden, welche auch die Gleichung zweiter Ord- 
nung f(zx) =0 befriedigen, folglich müssen alle übrigen, nach dem Prineip 
der nolhwendigen Punkte, noch einer Gleichung des (ra— 2)" Grades FO 
venügen,. welche dadurch völlig bestimmt ist. und man hat daher 
3.) P—-AL=7.f, vdder $B-P.f=iL, 

was zu beweisen war. Für diese Zerlegung, welche ein auch an sich wich- 
tiges Problem der Algebra ist, giebt es nur in speciellen Fällen symmetrische 
Lösungen, in allen übrigen muss man sich mit der vorstehenden Lösung be- 
snügen. Welche auch in der gewöhnlichen Theorie der Partialbrüche schon 
vorausgesetzt ist. 

Bestimmt man demnach aus (3.) den Werth der Function $ und sub- 
stituirt denselben in (1.). so u; weil Auer ist, (2 über in: 


(4.) rn 'F(@,2,2,) + &,%, da, 


nn f(x) 
und es ist (4.) weiter zu ehem. worin der Nenner aus dem Producte 
von » linearen Functionen besteht: für dieses Integral ist aber alsdann, wie 
ich zeigen werde, die Benutzung der Bedingungsgleichung fixx) = 0 nicht 


weiter erforderlich. 


Fi2,2,,2& 
In der Behandlung des Bruches 05 setze ich nun zunächst 
DL, % 


voraus, dass sämmtliche Factoren von L von einander verschieden und über- 


haupt je drei von einander unabhängig sind, und bezeichne alsdann 
5.) L= uv.w.p..., 
wo wie bisher « = %,2,+% 24% 27;. u. s. w. ist. Man könnte nun verlaneen. 
dass der gegebene Bruch in » Partialbrüche erster Ordnung 
A RE 


—— 1 u men u 2 — _ 


u ” w p 
zerfällt. wo «, , %, 0, ... Constanten sind, allein wenn man diese Summe 
auf gleiche Benennung bringt, so wird der Zähler 
evwp- + Puwp- + +yuep---+duvw: 
r » : . ten . _ 
zwar eine homogene Function u N) Ele. aber eine solche 


von sehr specieller Natur, nämlich welche für alle ——— Werthen- 
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systeme verschwindet, die sich durch Auflösung je zwei der linearen Gleichungen 
a=d. v=0. w=Q, p=0, ... ergeben. Es bleibt daher nichts Anderes 


übrig. als zu untersuchen, wie eine Funclion - — — beschaffen sein muss. 
- uU.0.W.P... 
welche die Gleichung 
ö F(z,,2,,%,.) 7 s Ö (-) 
ee 4 Fr 
U.0.W.P... u 2 w u’ .u.0.0.P... 


so identifieirt. dass das am Anlange dieses $. gestellte Problem erledigt wird 
Hierzu soll nun die folgende Entwicklung dienen. 


S. 9. 


Irrationale Partialbrüche der zweiten Ordnung. 





Bezeichnet man durch a, b, ce, ... g, h, k, ... lineare Funetionen 
mit unbestimmten Coelfficienten. indem man a = a,2, 42,4 4a,r,. u. Ss. w. selzl. 
so kann man die leizteren auf unendlich viele Arten so bestimmen. dass 

1.) "a2 2) EN. TER EIER 1 h | k 

4.0.0.9... uv uw up vp cp vw 
eine identische Gleichung wird. 

Will man sich mit der Coeffieientenabzählung begnügen. so sieht man 
leicht die Möglichkeit von (1.) ein. indem die Anzahl der unbestimmten 
Coeflicienten bedeutend grösser ist. als die Anzahl der hierzu erforderlichen 
Gleichungen. Da aber von den » Funclionen «a, v, w, p ... immer jede 
vierte von dreien derselben abhängig ist. weil sie Funelionen von drei Va- 
riabeln sind, so halte ich eine directe Darstellung der Zerlegung für noth- 
wendig. obwohl ich sie in der Folge nicht weiter benutzen werde. Man 
denke sich ‚aus drei der gegebenen linearen Funclionen, wie 


% — U, &ı + %X; + UT, 
(2.) ve =, Tr 03735. 
P — m, +4 W048; 13. 

die Variabeln &,. ©. x; bestimmt, und substituire ihre Werthe, ausgedrückt 


in «, ©, w, in die Gleichung (1.), welche dadurch übergehen mag in 





e\ ee g Bi 

Er ur. To op an 
worin dann x, v, w die unabhängigen Veränderlichen sind, und a, b, e, 
9, h, k, ... die in dieselben ausgedrückten früheren gleichbenannten Grössen 
bezeichnen. 


Die rechte Seite von (3.) besteht aus zwei Theilen, deren erster alle 
im Nenner mit der einen Variablen x behafteten Brüche enthält. während der 
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zweite diese Variable ear nicht mehr enthält. Den zweiten Theil denke man 
sich auf gleiche Benennung gebracht, und demgemäss 


4) F(u,v,w) A RE: 00: Ge, w) 
(4.) = —) 77T — 


U.0.W0.P:.. um um up v.@.P... 





veschrieben, worin G(x,e,.w) von der (a—2)"" Ordnung ist und im Nenner 
nur (2—1) lineare Funetionen enthält. Bringt man die Gleichung (4.) auf 
gleiche Benennung und behält auf der rechten Seite nur das letzte Glied. so 
entsteht 
(5.) F(a,e,w)— (awp---+bep-  +cew +) = u.G(u,v,w). 

wodurch erwiesen ist, dass man zur Darstellung von (3.) die linke Seite von 
>.) in eine Function verwandeln muss, welche den Factor « hat. Da aber u 
eine der Veränderlichen selbst ist. so wird diese Verwandlung ausgeführt. wenn 
man sämmtliche Coefficienten der Potenzen und Producte der beiden anderen 
-Variabeln © und ww» auf der linken Seite von (5.) verschwinden lässt. und dem- 
oemäss die Coeflicienten von a, b, ec, ... bestimmt. Dass dieses ausführbar 
ist. kann man aus der Theorie der gewöhnlichen Parlialbrüche mit einer Ver- 
änderlichen entnehmen. denn setzt man auf der linken Seite von (5.) «=. 
so bleiben gerade die Glieder übrig. weiche verschwinden sollen; bezeichne! 
man daher die Substitulion «—=0 durch angehängie Indices. so entstehi 


F(O.e,0) = dep + +b’ep- + +crw++- 
oder 
One _e,n,e,, 
i 0.0.2”... Be 


und beide Seiten dieser Gleichung sind nur Funclionen einer Veränderlichen 
. . weil sie in Bezug auf @e und «@ homogen sind. Die Brüche sind zwar 
von gleichem Grade im Zähler und Nenner, man kann aber sowohl die linke 
wie die einzelnen Brüche der rechten Seite auf die Form A-- einem ächten 
Bruch bringen. wo A eine Constante ist. welche der Summe der entsprechen- 
den Coeflieienten auf der rechten Seite gleich ist, und dadurch für die letzteren 
eine überdies unvermeidliche Unbestimmtheit herbeiführt: die übrigen Coefli- 


cienten sind völlig bestimmt. ‚Es braucht wohl nicht bemerkt zu werden. dass 
. v . Fr . . 2, . . . “ı* > 
bei Aufhebunse der Homosenität auch noch ein in or multiplieirtes Glied aul 


heiden Seiten sich vorfindet. welches ebenfalls bestimmt ist. Hiermit ist die 


F(u,ov,w) 





auf die analoge Zer- 


Zerlegung eines Bruches der »'"" Ordnung 2. 


w.P... 
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G(u,r, w) 


legung eines Bruches der (2 —1)"" Ordnung reg 
Be Mil 


zurückgeführt; da man 


dies so weiter fortselzen kann und das letzte Mal ein Bruch der zweiten 
Ordnung übrig bleibt, der nicht weiter zerlegt zu werden braucht, so ist da- 
mit die ganze Zerlegung vollständig ausgeführt. 

Ich schliesse die Entwicklung dieses $. mit der Bemerkung, dass 
man die Zerlegung noch ebenso durchführen kann. wenn statt einer Funetion 
des (a—1)"" Grades eine von beliebig höherem Grade in den Zähler vesetz! 
wird; nur müssen dann auch die linearen Zähler «, b, e, ... durch ent- 
sprechende Functionen höherer Ordnung ersetzt werden. Ist also, mit Bezug 
auf die Bemerkung in $. 2. F von der (a-+-p—3)"" Ordnung, so müssen 


a, b, ec, ... von der (»—1)"" Ordnung sein. 
$. 10. 


Irrationale Partialbrüche der ersten und zweiten Ordnung. 

Aus der im vorigen $. entwickelten Theorie will ich nun eine völlig 
bestimmte Zerlegung der Function a ableiten, und zwar dadurch, 
dass die in $.S am Ende angegebene Function 0 eine geeignete Bestim- 
mung erhält. 

Wäre die Zerlegung in Partialbrüche der zweiten Ordnung nach $. 9 
eine bestimmte, so würde man die einzelnen Partialbrüche. weil sie von der 
Form — sind, nach der in $. 7 auseinandergeseizten Methode integriren: 
da dieses aber nicht der Fall ist, so benutze man die Gleichung 8.7 (4.) 
nur zur weiteren Umformung der Brüche —. Nach dieser Gleichung wird 
der Zähler « durch die linearen Functionen #, e und f(£&x) ausgedrückt, worin 
Sıs 52» S3 beliebige Grössen sein können, also auf die Form 

1.) a= A.u+B.0o+A..f($t) 
gebracht, in welcher die Bedeutung der Coefficienten A, B, A, aus 8.7 (4.) ent- 


nommen werden kann. Da nun gleichzeitig auch $.7 (7.). (9.) bewiesen ist, dass 
ir a S+&2,dı, bi 
man 5, = 0; — 4,0, U. S. W. zu selzen hat, wenn — —-!—<— auf ein 
5 uv  fl&r) 


Differential zurückgeführt werden soll, so denke man sich gleich diese Werthe 
für $, in (1.) eingeführt, also f(£x) ausgedrückt durch 

2) fEs)=Ztuentlfls) = Stun, 
wenn man wie früher 4.=#f'(x,) setzt; alsdann folgt aus (1.) nach Di- 
vision mit «.o und nach analoger Behandlung von b, e,... 9, h, k, 


exacles 
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|. 4,8, 3 Stun, 

| um n ze, wur 

(3.) C 2 A, Er B, { 4 Pr X; 
up u ee up \ 
9 _ A, Be, | tum 
Te el an vv i 


und wenn man diese Werthe in $. 9 (1.) substituirt. 


Fan») _® ıP,ır,°,.,., Asdtumnz , Auttumd, | 
iR \ u.0.%0.P..- u A ee uv u 
vw 


indem sich die ersten beiden Glieder jeder in (3.) enthaltenen Zeile auf eine 

Summe einfacher Brüche der ersten Ordnung zusammenziehen. hingegen die 

jedesmaligen letzten Glieder Brüche zweiter Ordnung werden. Diese letzteren 
1) 


bilden nun den Werth der in $. 8 /6.) angeeebenen Function ———— : 
i u: H.D.W.P er. 


Die Zerlegung (4.) genügt folgenden drei Bedingungen: 
I) sie ist möglich, denn die Zerlegung $. 9 (1.). aus der sie ent- 
springt, lässt sich immer ausführen. 

2) Sie ist eine vollständig bestimmte, denn die Anzahl der Coefficienten 
n(n—1) 
at 


0,92%, beträgt n, die Anzahl der Coefficienten A;. A... . ist = 


J 


als Combinationen der zweiten Klasse aus n Elementen, macht zusammen 


n(n--1 ’ wi ic den ‚ | 
—,——. und gerade so viele Coeffieienten hat auch die Function F(x,. x;., x; 


22 


der (n—-1)”" Ordnung. 





, y 2 4 R + x AL, dx ee . 
3) Wenn jeder der Brüche mit = ae maultiplieirt wird, wo 
an) 


die jedesmaligen S; nach 8.3 und 8.7 bestimmt sind, so werden sämmtliche 
Producte exacte Differentiale. 

Die Bestimmung der Constanten e, 9, %, ... An» A». Ay, . . . Ist 
endlich sehr einfach. Man ermittelt zunächst die letzteren. AMultiplieirt man 
nämlich die Gleichung (4.) mit dem Nenner desjenigen Bruches, dessen Zähler 
bestimmt werden soll, also mit «we, wenn A, gesucht wird. und setzt dann 
für die Variabeln &,. 2&,. x; diejenigen Werthe, für welche beide Functionen 
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„ und #» verschwinden. also 


5.) GB; -%0, Dun, BEP. 
so geht die Gleichung (4.). da der Voraussetzung nach keine dritte der 
linearen Funclionen für diese Werthe verschwindet und wegen (2.) nach Sub- 
slitution der Werlhe aus (9.) F+%w,%7; = f(x.r) wird. in 
P(2,2.,®,) 


A: 7 — Anfla'z) 


Ben 
über. wo durch die Accenle angedeutet wird, dass die Substitution (5.) voll- 


zogen ist. 

Hat man auf diese Weise den Werth für den zweiten Theil der 
rechten Seile von (4.) ermittelt, welcher die Partialbrüche zweiter Ordnung 
. o 
enthält und vorhin durch u. bezeichnet worden ist. so geht (4.) 

:-d.W.D.:.. z 
über in 
F(z,,2,,2,) — Iz, ,%,, %,) RE SEE SE 


- a Gissn Tube lan: bes sen den ehe hen . 
(e.) WOW Dee 7 EEE We et 





d.h. die Function im Zähler von (%.) hat die in 8.8 ausgesprochene Eigen- 


£ n(n—1) . 
schaft, für alle — ;—- Werthensysteme zu verschwinden, welche je zwei 





der Gleichungen u=O, e=0. w—=0, ... genügen. 

Die Bestimmung der Coefficienten «, P, y. Ö, ... erfolgt nun. indem 
man von Neuem mit dem Nenner desjenigen Bruches multiplieirt, dessen 
Zähler gesucht wird. z. B. zur Bestimmung von « mil a, und alsdann für 
je X. 2, irgend ein Werthensystem einsetzt. für welches «= 0 ist, aber keine 
zwei der anderen Functionen ®, @, p. ... verschwinden. Man kann diese 
Bestimmung durch Einführung von Ableitungen der Function F(x,,a,..:; 
noch etwas abändern. doch ist dieses unwesentlich. 


2 


Ay 
I j» ++» 


Ans Ada: 


3 


Man sieht aber hieraus ein, dass die Gonstanten eo, | 
lineare Funetionen der Coeffiecienten des gegebenen Zählers F(r,. x,..r; 
werden. daher ist es erlaubt, statt der homogenen Function (n—1)" Ord- 
nung F(&,. 3, 2,) die (n—1)' Potenz einer beliebigen linearen Function 
a — (mr, + +4,20)" zu setzen, indem aus dem angegebenen Grunde 
der Charakter der Constanten gar nicht geändert wird, und daher das End- 
resultat der Rechnung das wirkliche in symbolischer Form darstellt. Dieser 
Umstand gewährt in der Folge wesentliche Abkürzungen, da auch die Integrale 
die Constanten a, P, %. -.. A, As, - - . nur als Factoren behalten werden. 
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Es bleibt noch übrig. eine Untersuchung anzustellen, in welcher Weise 
die vorstehende Zerlegung abzuändern ist. wenn die Factoren a, ®, w, .... 
mehrfach vorkommen. Man kann sich hierzu aus der Gleichung (4.), welche 
ich in der Folge immer mit der (a—1)"" Potenz einer linearen Function im 
Zähler, nämlich als 


n—l en n San ” ri, ..: 
3), @Ü__e,ß,r,., Arttunn , Auttumg, |, Auftom2, 
| ® mn Uumv uw vw 


U.0.W.P... u 





en 090 
i 


aus dem angegebenen Grunde, ansetzen werde, eine neue dadurch ableiten. 
dass man dieselbe nach den Coefficienten u, U. u, desjenigen Factors u, 
weleher mfach vorkommen mag, m—1 mal hinter einander differentürt und statt 
der Inceremente jedesmal die entsprechenden Coefficienten a,. 4. a, von a 
substitwirt. 


In der That geht dadurch die linke Seite in 
n+m—? 
Ga er em 

über. und der Zähler ersetzt symbolisch eine homogene Function der 
(n-+-m—%2)"" Ordnung. während der Nenner wieder eine um die Einheit 
höhere Ordnung besitzt. Die auf diese Weise rechts entstehenden Partial- 
brüche würden aber besonders integrirt werden müssen, was ausführbar aber 
weitläuftiger ist, als wenn man zuvor den Ausdruck (8.) integrirt und dann 
den angegebenen Process ausführt. Diesen letzteren Weg werde ich mit 
Rücksicht auf die in $.4 und $. 6 entwickelte Methode in der Folge ein- 
schlagen und daher in allen Fällen zuerst das Integral mit einfachen Factoren 
im Nenner behandeln. Alle anderen Speecialitäten, welche durch Annahme 





specieller Funetionen im Nenner des Integrales entstehen und sich nicht auf 
vielfache Facloren redueiren lassen, übergehe ich hier, weil sie die allge- 
meinen Methoden, die ich hier entwickele, nicht tangiren, und auf bekannte 
algebraische Prineipien zurückgeführt werden können. 


$. 11. 


Entwicklung des allgemeinen Integrales. 

Es sei //\x,, ,..x,) eine rationale Function, deren Nenner, wenn man 
die in $. 8 angegebene Factorenzerlegung ausführl, keine vielfachen Factoren 
erhält, und übrigens von der »'" Ordnung ist; der Zähler sei von der (n—1)'" 
Ordnung und das Integral 


” II(z,,z,,2,)2+&,2,de, 
Ei f&2) 




















? 
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auszuführen. Verwandelt man /7T in gemischte Partialbrüche der ersten und 
zweiten Ordnung von der in $. 10 (4.) angegebenen Art. so dass 











\ II(z,, Is. 2; 
‘) \ Pe) Y . a u 
i Ole y 5. ı A In A ,=7 utıks , A,S4 uWw,X; A, 7 ev W, X; 
| BI | u.® ’ u.W | v.Ww | 
Ne ,<stE&z,de 
entsteht, und multiplieirt mit —,-—, dann ist jedes Glied einzeln ein 


(a) 
exactes Differential und jedes Glied einzeln von den Factoren S, unabhängig. 
Es folgt dieses für die Brüche erster Ordnung aus $. 3 und für die Brüche 
zweiter Ordnung aus $. 7, wenn man dort allmälig die lineare Function « 
durch die gleichfalls linearen Zähler Z+u,0;/;, u. Ss. w. erselzi. Man kann 
daher in jedem Gliede für die Grössen 5, andere Annahmen machen. und er- 
hält zufolge dessen die Integrale der Brüche erster Ordnung als die Funda- 
mentalintegrale ® genommen mit den verschiedenen linearen Funetionen. 
welche sich in den Nennern befinden. Was die Brüche zweiter Ordnung 
betrifft. so könnte man sie nach $. 7 (9.) bestimmen. wenn nicht von vorn 
herein klar wäre. dass hierzu nur der dritte Bestandtheil dieser Formel er- 


forderlieh ist. Man findet in der That 
/ an Bihnde, _ 2 
H.® i >) y ? 





wenn man. wie in $.7 (8.,. berücksichtigt. dass durclP Annahme von 
HI; 0, USW, 249% = flit), ZE5 0, drz = ude — vdu wird. 
Es folgt daher 

3) 2 = nl) +BO(e)+y@(w)+ + Anl—+ Anl + Ay 

0.) u — owu)n| u) ve) +yD(u )F ++: 1? raid 1) =‘ & 3 g 
worin die Anzahl der Logarithmen ® » beträgt und auf eine geringere An- 
zahl von Logarithmen algebraischer Functionen nicht weiter redueirbar ist. 
ferner die Anzahl der von den Quotienten der linearen Funclionen genommenen 


' n(n—1) . ar ’ I ’ 
Logarithmen m ist. die sich aber sofort auf (»—1) redueiren lassen. deren 


Quotienten ein und denselben Nenner z. B. « haben. da allemal 





a w_ / ® 
® u u 
ist. Die Gesammtzahl der im Ausdruck von 12 vorkommenden Logarithmen 
algebraischer Functionen, welche sich nicht weiter reduciren lassen, beträgt 
also im Allgemeinen An —1. 

15 x 


DA RE eb nn. 2 man 
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Da die Integration von (2.) für jedes Glied einzeln erfolgen konnte. 
so ist der Ausdruck (3.) in Bezug auf die Coeffiecienten e, 9, y, ... und 
Ans Ay» As, -. . linear, folglich nach $. 10 auch linear in Bezug auf die 
Coeflieienten des Zählers von //, und es gilt demnach die dort gemachte Be- 
merkung, wonach man den Zähler, der von der (2a—1)"" Ordnung ist. sym- 


(»—1)" Potenz einer beliebigen linearen Funclion « ersetzen 


\ 


bolisch durch die 
kann. so dass in allen Fällen die Behandlung von 


a 
U.0.W.P:.. f(&x) 
ausreichend ist. 


Wenn im Nenner von // sich vielfache Facloren befinden. so behandle 
man immer zuerst das Integral (4.) mit einfachen Factoren, indem man den 
Werth (3.) desselben aufstellt, und bilde dann den Dilferentiationsprocess 0, 
welchen ich $. 4 entwickelt habe, und welcher darin besteht. dass man nach 
den Coeffieienten «,. ”%,. u, jedes Factors vw, welcher vielfach vorkommt. 
differentiirt und statt der Incremente die entsprechenden «a,. @,, a, substituirt. 
Wiederholt man denselben r—1 mal, so geht (4.) über in 


(5 \ N ig =) Bi ( ie 1 2 (r— | or t r—?2 +8 { 2 £ F 
En sw v es u.0.W:D... flEr) 


während derselbe Process auf der rechten Seite von (3.) ausgeführt ohne 





Weiteres das R@sultat liefert, dass zu den vorhandenen Logarithmen nur noch 
algebraische Ausdrücke hinzutreten, deren gesetzmässige Bildung ohne Weiteres 
vermittelst der in $. 4 eingeführten Funetionen ®, erfolgen kann; denn alle in 
3.) vorkommenden Funclionen von %. %. %, Welche nicht aus ®(ax) ent- 
springen, sind in Bezug auf diese Constanten rational und erfordern daher 
keine besonderen Entwicklungen bei ihrer Differentiation. 

Da man auf diese Weise in den Stand gesetzt ist, im Allgemeinen 
die Form des Endausdrucks der Integration zum Voraus zu bestimmen, so 
kann die Untersuchung specieller Fälle nach der Integration erfolgen und 
wird daher eine rein algebraische. 

Zum Abschlusse dieser allgemeinen Untersuchungen will ich noch das 
diesen Prineipien entsprechende Verfahren angeben, wenn man von einem 
nicht homogenen Differentialausdruck ausgeht. 

Es sei wie in $. 2 
F(x, y)dx 
D(«x, y) 





(6. 
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zu bestimmen, F von der m“, & von der «“" Ordnung in Bezug auf die 
Variabeln,. dann hat man in den homogenen Variabeln: 


ir (2,2,,2,)2+&,2,de, 
2) i 


ee 29, X ‚Jar f'(z,) 


De, N 





wo nach $. 2 (12 
(7.) Ila &:,%;) 


ist. Diese Funetion hat einen Zähler von Pr (m--u-+-1)"" und einen 
Nenner von der (m+u-+-2)"" Ordnung. Sollen nun in dem letzteren 
keine vielfachen Factoren vorkommen, so darf keine höhere Potenz von .r, 
im Nenner bleiben als die erste. oder es muss m u-—1 sein. Man wird 
daher in dem gegebenen Integrale (6.) zunächst die beiden Fälle m u-—1 
und » > «—1 zu unterscheiden haben. Hiergegen fällt die Unterscheidung 
der gangbaren Theorie fort. ob nach ausgeführter Elimination der Veränder- 
lichen y aus (6.) ächte oder unächte Brüche zurückbleiben. Man behandeli 


nun immer zuerst den Fall » = «—1, in weichem (7.) geschrieben werden kann 


F(a T 7 \ gpM m l 
ER a an ir“ v2 ur). EL ER ) . 
(©.) II(x,. I. 5 3) Pu 2: D(a T r ) T, > / A 
Vz: a: 


und zwar erselzt man, wie bei (4.) Ne ist, den Zähler symbolisch durch 
Fir 2, 2" le) = 

und setzt überdies stalt x, im Nenner eine velltähdins lineare Funelion 

+2,20, =u, was nach den voranstehenden Entwicklungen die Com- 


i 


U Ct U Kor- 
plication nicht vergrössert, aber symmetrische Resultate zur Folge hat. und 
andererseils nachher nolhwendig ist, wenn m > u—l ist. 

Dies lässt sich kurz so ausdrücken, dass man gleich nach Ansicht 


a, ES, 2,.de, 
9) 2=/— Du kuz 
u. Da, E32, J.f(&) 


behandelt, welches aus dem gegebenen "ee nur den Nenner entnimmt. 


Ist dieses geschehen, so gelangt man auf folgende Weise kürzer zu 


von (6.) 


In 


‚Ö.) zurück und erhält dabei zugleich den Complex von den drei zusammen- 
gehörigen Integralen derselben Function, genommen nach dr, dy und ydı—ır dy, 
wie in 8.7 (11.) und $.6 (7.), wenn man die Funelion (2, welche in Bezug 
auf a, a,, a, eine ganze ist, nach diesen Constanten differentiirt und statt 


der Incremente 4f’($,). re), a (53 substituirt. Es entsteht dadurch 
er 


(10.) d. = uf ar-\.f(&r). I L$&2,de, _ MR BRE & 2, de, 
Bun‘ 5 u. Dex, Een en u.e2,0,8) ' 
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also hebt sich f(Sx) fort. Ist nun m= u—1, so selzt man geradezu die 


/ 
Coefficienten von F den entsprechenden Potenzen und Producten von a“ 
gleich, sonst nimmt man statt F die Function =7””""F(x,. 2. ,),. welche 
ebenfalls von der (« —1)'" Ordnung ist. In nicht homogener Form geschrieben 
seht dann (10.) über in 
"F(a,y) —&dy-+ &dac-+ E (yde— xdy) 
11.) d,2 = uf- &y) Zst det SCy 9). 


LT, Y) UUTUYTU 





len 


Bezeichnet man andererseits. da (2 von der «'" Ordnune in Bezug auf a,-. @.. «a, 
| = l 


ist. der Kürze halber 


/ 12.) ( 1 dß 1 ds? 


Bi. EL en 


E Wu Ä u da," 


Du 








so ısl 

d, 2 2A AA EI 5) A HEIFA)HEA)). 

folglich wird. nach Vergleichung mit (11.). wenn man noch überall x, =. 
-0, 4, =1 setzt: 





Fa, y) 
BR. een — 1 Fear () _- 82, Zu Fl ° 
| Da, y) Y 4f(42, Ay: mELTELZE 
‘ F(x, y) | 
13.) te FR ı p' — 0A +0, 2, +0,02 
I Da, . =4f(& &,) = Ups Tino Tllo3oe 
'F(z, y 
2 ee I (y de— zdy) =! f(2,) = 0,4 + 03a + a,L2,. 


Nach dem Nee bewiesenen Salze sind alle diese Integrale aus 
2(u+1)—-1 = 2u+1 
auf einander nicht redueirbaren Logarithmen algebraischer Functionen zu- 
sammengeselzt. 
Ist m > u—1. so redueirt sich (7.) auf 


; F (2, T, “W, A ’ x N 
a a,.) = Feun:m) Aa) 


[77 (&,: ,x,) ur? 
und es muss daher der Zähier Ei Busch 
a) ' m-+- 
Fa. 2, 0)4f(e,) = et 


ersetzt und daher 


ar+1 3 + v,de, iu 

a) Pr 2m _ (ON 

J um—u 4 D(x,,2,,.%,) fe) ” \ J 
behandelt werden. Man findet aber (14.) aus (9.) durch die unter (5.) au- 
segebene Operation Ö, welche auf (9.) so oft wiederholt werden muss, bis der 


Zähler in «”*' übergegangen ist, was gleichzeitig den Nenner «”"#** herbeiführ!. 














\ 


4 
a 
a 
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Im Uebrigen verfährt man wie oben, und findet alsdann die Gleichungen (13. 
wieder. wenn nur überall m-+1 statt « und (2) statt 2 veschrieben wird. 


$. 12. 

“ ® F(x, y) dx 
Entwicklung von / | r 2 y) — Ä u , WENN 
(u, ra,y-+u,)' YCcHU,yrPd,)WwerrwyTrw,)af(y 


F(x,y) eine beliebige Function zweiter Ordnung ist. 








Das vorstehende Integral will ich als Beispiel zu der Theorie des 
vorigen $. ausführen. 
Man setze statt F(x,y) das Quadrat der linearen Function @,0-+@,y+«;. 
dann wird das gesuchte Integral nach $. 2: 
» 2 { ‘ 
1). 0 fttbede 


u.0.0.f(&x) 





in homogener Form. Man bilde nun die Zerlegung $.10 (4.): 


, a” Ben et A . A ; 
2.) =— + — + -+— 2+u,0%] a trrwezst — 22+0%; 


1.0.0 u vw u.® a u. 











und bezeichne hierzu durch 


M=EOW—- 90, MG, U, = m —-©W,. 


r < 6. 


(3.) GEM OU, G=Ewh— Wh, G= Wh — Werl. 


I, =; 0%, am ut G=mdn— Urt, 


respective die Auflösungen der Gleichungen e=0,. w=0: w=0. u 0: 
a—=0. e—=0: der Kürze halber sei ferner: 


"» 


r= Z+tu0r0; Wo tm: +%;G=(a); mm tm -+ rn, = (an). 
u. Ss. W.. 
so wird nach $. 10 (6.): 
a 
"r.f(99) ’Tr.f(&) > Tr.fom) 
Daher in (2.) substituirt, wenn man die Gleichung noch auf gleiche Benennung 


bringt. und berücksichtigt, dass wegen (3.): 


Ir u y “4am..* a i \ > x u . Il 











\ 
ist: 
» » (Can)’.f(nx) , (aö)’.f(Cx) asy.f(9r) N 2 
vb.) (U U+ ——— 04 — a U) =orw + Puw-+yur. 
EN TEN ©) ai 


Um « zu finden, hat man hierin irgend einen Werth zu setzen, welcher «—=0 ge- 
nügt, für den aber vo und wo nicht gleichzeitig verschwinden: da z,=[,. 2, = %, 
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wegen (3.) dies herbeiführen, so kann man 
7) & = G+As, 
selzen. und 4 unbestimmt lassen. Macht man in irgend einer Gleichung zweiter 
Ordnung: P(xx) = VO die Substitution (7.). so entsteht 
PD) + PCI +ED(9I9) 
und es wird daher, wenn $P(II)=0, P(99) — 0 ist. auch P(S9) = 0. Die 
Gleichung (6.) geht für «= 0 in eine Gleichung 


i (ag) "[&x).© ' ‚ (ad) dr).u rankı 
- —(- r.f(&) 1 99) -)- av — 


über. welche die genannten Eigenschaften hat, daher hat man 





$(xr) = 


3b —° Nu (a6) IN (ad) ’f(C4) — nlol\(n9\ — 
2 (9) = 2 (al) (a) f(&) (88) e(vC)(wI) =. 








also. weil (v0£) = (w) =r, 





a (ah) fl (ad fl) ı 
4 _— / vun ) ig — —— _—- n 
NEE 
u . j \ (ad) ((a 9\ (SI) —( C) er f \ (aF) (a! (9 ' 2 9 ! 
2 gr (fc) Er )f\ss ‚d> [\st ))- f( 355 (a) aQ cas » (ar fs »IE 


Die beiden Ausdrücke in der Parenthese auf der rechten Seite. lassen 
noch eine Vereinfachnng zu, es ist nämlich 


d;. ıf(&) — 4.3 (G). 


| f 
a9) (SI) -— (a) 9) — 180,. (5). fl (4 1)» 
f\ 


re N\ al,» » 
d;. 2/ \>1) —4.2 (5), 3» 3; 


I 


hy ’ 1 


Is Vz by) 


- 


Tr 
v 


an 





| 
die partiellen Determinanten wie 9, — 5,9%, u. s. w. haben wegen (3.) den 
Factor r und zwar die Werthe r.a,. r.%. r.u,. daher folgt 





1 ( (af) Sry. (a) u. 
ze u T vente ei ı p'/« ! 
x rt” Ef (a)e sfr 2) a3, . 
1 (a) (ar 
q\ ae 1) \ 
9. ) | rn r RE tr, ıf(« 2); "TC +e® 12 LfX N: J d,, 
| Ar — > re w zz tw 7 ? u Ad + - < . = F+tw,4 j E Ad t 
a ea) er 


Die Werthe für 5 und y folgen aus « durch Vertauschung der Buchstaben. 





1, . i 
-F(&,2,%;) für 
3 


die entsprechenden a,a, in (4.) und (9.) ist sofort in diesen Formen aus- 
führbar. 


Die Substitution der Coeffieienten von F(x, y) = 











# 
3 
ie 
a 
Er 
2 
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Es wird endlich 
10.) 2 = ao(u)+Po(r)+y@(w)+ Anl - . Ayl—+ Anl 


. w / ® 
und weil — = !— —/!—, auch 
N u U 


11) 2 = uw) + BO) +7@w) HA Ad + An AN, 


welcher Werth aus fünf nicht weiter reducirbaren Logarithmen algebraischer 
Functionen zusammengesetzt ist. 


’ "adz 
Um jr oder allgemeiner 


uU.V.Ww 


O' — a(— & dy- &, di + &,(ydz — xdy)) 


U.V.W 





zu finden, wo der Kürze halber a, «, e, ww gleichzeitig die nicht homogenen 
Ausdrücke andeuten. muss man nach $. 4 (11.) 


' RL dß ( 
2 EHI IE) 


bilden, wozu allein in (4.) und (9.) diese Operation auszuführen ist; bezeichne! 





man mit Ay» Ay, Ass. ©, P'. y' die dadurch entstehenden Werthe. so ist 
wegen (4.) 


(au) (59) 1 _ (ad FE . — (an)f(£n) 
r.fi$4) ” Us WB 7 ne? 





AR = 


und wegen (9.) 
a: m a flenen (as), | NS, fd nn, 























y’ — 1 \ fi EF)S+D,. fr, Id, 4 (ad), A v, if &n ‚Stv, A 7 N. a, -(am tn &, V, 

[ 2r | 788) + fi 7m) R 
f\ &n) L+w.. uf (n,)a ‚tan an SW; ‚ fies)&20,. ı fr (& \a ‚+lag)&: +5 &, W W,; 

zu fon) f(&) (? 


wenn man U,=1/"(w). Y,=41"w). W,=!1"w,) seizt, endlich 


CA u) + row) + AA) +(A 3 Ay) 


S. 13. 
Ueber symmetrische Integrationen. 
Die allgemeinen Entwicklungen, welche auf ganz symmetrische Resul- 
tale führen. wenn man die Nenner der betreffenden Integrale zerlegt voraus- 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Ileft 2. 19 
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setzt, verlieren diese Eigenschaft mehr oder weniger, wenn die im $. 5 an- 
sedeutetle Zerlegung erst ausgeführt werden muss, weil die Algebra bis jetzi 
noch keine andere mehr symmetrische Lösung des allgemeinen Problemes 
der Zerlegung aufweisen kann als die dort angegebene. Eine solche sym- 
metrische Zerlegung hat aber auch einen bedeutenden Einfluss auf die Form 
der Endresultate, da die Funclionen @(x), wie ich in $. 8 gezeigt habe. 
durch diejenigen Werthe sich bestimmen, welche den Gleichungen «=. 
f(ex) =0 genügen, diese aber dieselbe Irrationalität voraussetzen, welche bei 
der Zerlegung angewendet werden muss, und auf welche die Bestimmung 
der Wurzeln der Gleichungen f(zr) = 0, $ (x. x, 2;) = (0 führt, wenn # den 
Nenner des Integrales bezeichnet. 

Um nun zu zeigen, wie die Endformen sich bei symmetrischer Zer- 
legung ändern, will ich einen speciellen Fall, in welchem die letztere voll- 
ständig ausführbar ist, und der überdies eine ausgedehnte Anwendung findet, 
hier durchführen, nachdem ich das folgende Theorem bewiesen habe, welches 
überhaupt bei Untersuchungen der Art fundamental ist. 


Theorem VW. 


Wenn man das allgemeine Integral 


® Em ts Ude, 
mg fi&x) 


durch lineare Substitution transformirt, und sowohl die neuen Variabeln als 





die neuen Constanten mit Indices versieht, so geht immer (2 in ein der Form 


nach unverändertes ähnliches Integral: 


a ‚z,)et$,r,de, 
(Er) 


über, multiplieirt mit der Determinante der Substitutionscoefficienten, oder es ist, 





wenn r die letztere bezeichnet, 


1 


Der Beweis ist sehr einfach; da // der Voraussetzung nach in /T' 
übergeht, so hat man nur IZ+S,2,dx, und f(Sx) in ihre entsprechenden zu 
verwandeln. Es ist aber nach einem bekannten Determinantensatz 

Z+5,mde, = r.I+&0da;,, 
und überdies 


d ; de; de; , . dar 
12 Sı Sr +27, an - 








BE 6 ii 2 


de, 


Fe 
Un 
5 

4 

we 


de, 
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g. 14. 
+%y+a,) dx 
Di T,Y) 3 fi y) 


eine beliebige Function zweiter Ordnung ist. 


-, wenn Pix, y) 


. n (a,x 
Symmetrische Entwicklung von [2 


Das Integral geht durch die homogene Umformung von 8. 2 in 
f) S_ı ; 
1.) 7S Fr &2,de, 
, P(xz).fi&x) 
über. wenn 
f(zı, 22, &;) = Fay2,2, = f(zz), 
P(&, %, 25) = Zby2, 8, = Per) 
geschrieben wird. Es ist bekannt, dass man die beiden Funetionen f und & 
durch lineare Substitutionen gleichzeitig in die Summe von Quadraten zerlegen 
kann. Setzt man nämlich die erstererr 


‘ \ > ” ’ | () I, Ars > 
(3.) IL = XI, TPkTaTtYrT3s 
und verlangt. dass 


far)= a4 24 
(4.) 


dp (1) — Jı TCı + 22 I 43 T; 
werden soll, so hat man zur Bestimmung der Constanten y, die in Bezug auf q 
eubische Gleichung: 


bı— gay ” ba — gan. bi; ” ga; 
(9.) I=\ba—gan, da—gAan. 53 — Yas|=0. 


| 
b3— 943. ba; — (423, b;; - (d33; | 





und zur Bestimung der Determinante der Substitution 
r= Z+aß7; 
die Gleichung: 
(6.) r’(aaa) = 1. 
(aaa) = Z+q4,4»4;, bezeichnet die Invariante von f und ist der Coefhieient 
von —g’ in der cubischen Gleichung (5.). 
Aus (4.) kann man die Gleichung 


P(za)—gfler) = (R-9)01—- (9 9)®: 
ableiten, oder wenn man 





(7.) YS— gp=h. Yn—9 =» Y9 9, =h; 
setzt. die erste der folgenden: 
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$(z2)—gıflax) = (+ hr) m; —M%;). 
(8.) Voseiie re —= (h,%+h,%) (hy —;,X). 
P(z2)—gf(zz) = (cs +h,%;) (a, —hıan): 
die anderen beiden ergeben sich ebenso. 
Denkt man sich J vermittelst der Substitutionen (3.) transformirt. so 
erhält man nach Theorem V. $. 13 
Re ya (ax, + a,2, + a,r,)E+E&,x,de, 


DPar)aFtattet) 





9) J= 


weil (ad) = + m &h+m;& wird. Dieses Integral zerfällt in drei Theile. 
welche = Coefficienten von @, @&., a, sind. Es ist aber durch (8.) die 
Factorenzerlegung des Nenners in der transformirten Form ausgeführt, und 
man kann daher, weil f(«’x’)=0 ist, jedes der drei Factorenpaare der rechten 
Seite von (8.) nach beliebiger Wahl statt &’(x'x’) setzen, also auch im Coef- 
ficienten von a, von (9.) das erste, im Coefficienten von a, das zweite, im 
Coefficienten von a, das dritte, was 


! u ı yp 
Bei at, r,de, 





(h,x,-+ h,x,) Cr —h,2,)(2,8, +2,8, - 





DR ij x,Ss+tE& c,de) 
ra, / a! | In | / ! ! . 
(Aa, + he, )(h,z,—h,e)(aE +r,, & - 


u x, +&,0,de, 
rTü; } ! fi ] fi - > ! N 7; 
(h,2, + hx,) (h,e, —he,) (8 +rLE, 


giebt. Es sind nun in allen drei Integralen die Factoren $&, willkürlich, weil 





nach $.2 jedes Integral von Auereoen unabhängig ist, daher kann man 5, =1. 
»=0, 5=0 im ersten, 4=0, &=1, 5=0 im zweiten, 4=0, 8 —=0. 
S5,=1 im dritten setzen und as dadurch 


FR af (x, de, — x,dx),) F- x, de‘ ‚zde, 
= rd, (at hehe u MEth ehe, hz,) 


| S- x, de, — x, dx, 
-rA 
Te Me,+ ha) eh)’ 


. . ‚ 1.0. +-.h,x 
welche alle drei exact sind, denn setzt man z. B. im ersten == 22 —z, so 
h,o,—h,r, | 

















1 "ds 1 ’ 
geht es in as == !z über, daher wird 
” <h,h, 3 2h,h, ® 


r6, „Ah, 
2h,h, h,x 


welcher Ausdruck nur noch in die ursprünglichen Variabeln zu übertragen ist. 
Hierzu bemerke man, dass die algebraische Function unter dem Logarithmus 








3 


„th, ,_r0, ‚haz,+he, _ ra, ‚hz,—+th ıT, 
! N | l ‘ Br / i re 
„—hzı, %hh ha,—he ?2hh, he _ Th 
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jedesmal der Quotient der beiden linearen Factoren eines Factorenpaares aus 
(8.) ist. Führt man daher in den ursprünglichen Variabeln die Zerlegung der 
Function P(xx)—gf(xx) aus und setzt 
(12.) Plzr)—gflaxe) = P.Q, 
nachdem man für g eine Wurzel der cubischen Gleichung (5.) genommen hat. 
so kann P und Q höchstens in constanten Factoren von den aus (8.) ent- 
nommenen abweichen; da aber constante Multiplicatoren der Funetion unter 
dem Logarithmuszeichen gegen die willkürliche Constante des Integrals fort- 
fallen, so kann man ohne Weiteres die Factoren aus (12.) statt aus (8.) ent- 
nehmen. Schreibt man daher die den g,, 9, 9; entsprechenden Faectoren 
respective P,Q,. P: 05, P;Q;, so wird 
Di tg a, 
2h,h, Q, Ah, O0, ah, 0° 
und es bleibt nur noch die eilig der constanten Coeffieienten. Be- 
zeichnet man hierzu mil 
T, (au), I7,(uw), IT, (uu) 
die zugehörigen Formen der quadratischen Functionen 
$(zr)—gflar), Plxexz)—gflar), Plex)—gf(or 
und bemerkt, dass 
.T,(un) = 1, (uw) = (99) (9:9) 0 +(9:9) (99) ar +99) (929) Ur 
ist, so folgt nach Substitution von a, für «, und ErT 
r.I'„(aa)=T,(da) = (g-g)(;—-9)a = - hhza, 
und Aehnliches für die beiden anderen, also 





g 











en ih En ‚\ 
\“ ER Y-I!’. (aa), 
1: a —_y-1!', (aa) 
13.) \a= + el (au), 
| ER a 
\ d; = hh } 8; (aa) r 


wobei noch hervorzuheben ist, dass, wie bekannt, /,, /,., 7, vollständige 


Quadrate sind, weil ihre ursprünglichen Formen in Factoren zerfallen. Es 
wird daher 


J= 








r’.Yy—T,, (aa) r”.Y—T,(aa),P, , r’.Y—T',(aa) ‚P, 


2h°h? 5 + a: h? Zr BE 7 B,- 








Da schliesslich statt (5.) auch gesetzt werden kann: 


(aaa) (1-9) (2-9) —-9)» 
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also 


dA \ 
wol) 9); 


oder auch. wenn man (6.) und (7.) berücksichtigt und dasselbe nach 9, und 


y, ausführt: 
dd h;h, dA h‘h‘ dJ 


gg dg, r dg, 


0 folgt endlich 


14 ] !,(aa) ‚,P 


(an) „P, T,, na 
„14 Ale 14 
dgq, dq, 


Theorem W1l. 
‘az--a,y-—a,)dı j s ' de 
Um / ___ ae — und als speciellen Fall hierron Ja (ırenn 
“ ’ L, „ 


Dir, y).ify 


man nämlich a, =A;. = An. =, setzt) auszuwerthen, wo $l(rz, y) eine 


heliebige ganze Function zweiter Ordnung ist, bestimme man eine Constante y 


so, das P—g.f in zwei Factoren zerfällt, was mit Hülfe der bekannten 
enbischen Gleichung S=V (9.) ansführbar ist, und daher drei Lösungen liefert 
Bildet man dann den Quotienten der Factoren jedes Factorenpaares,, in wel- 
ches P—gf zerfällt, so ist der Werth des Integrals gleich der Summe der 
Logarithmen der drei Quotrenten, die ersten multiplieirt mit Constanten. Um 
diese Constanten zu erhalten, hat man für jede Wurzel G die zugehörige Form 
D—gqf mit a,. a. a, als Variabein zu bilden, welche ein rollständiges 
Quadrat ist, und die Quadratwurzel aus dieser negatir genommenen Form durch 
die doppelt: Ableitung von J nach der betreffenden Wurzel g zu diridiren 
Dieses ist die Entwicklung. welche $. 7 unter der Voraussetzung. 
dass die Factorenzerlegung des Nenners noch auszuführen ist, in unsymmetrischer 
Form liefert. Ist 
in $.7 gegebene Endresultat bestehen. 


S. 15 


Symmetrische Entwicklung von r- Er ne wenn ® eine homogene Function 
JS u.Pixrr).fiir ” 
der zweiten Ordnung ist, und 5b’ eine andere beliebige Function zweiter Ordnung 
vertritt. 
Ich behalte die Bezeichnungen des vorigen $. bei und füge dem Nenner 
des Inteerals noch eine lineare Function # als Factor hinzu. so dass der 


Zähler von der zweiten Ordnung genommen werden muss 





k 
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Man überzeugt sich sofort. dass es möglich ist. die foleende Identität 

herzustellen: 

(1.) Ih /. P(ir.r) | ),f(xr.r) us + 1 y, ran, 
worin = kf'Cn)» Pr = 4P'r,) der Kürze halber gesetzt ist. und A, A. u. 
sowie die Goellicienlen von a, nämlich a,. @,. a, zu bestimmende Constanten 
sind; denn man erhält durch Gleichsetzung der eleichen Potenzen und Produete 
r, auf beiden Seiten von (1.) sechs Gleichungen zur Bestimmune derselben. 
deren Auflösung in der Folge gegeben werden soll. 

Man denke sich aber zunächst den Werth von (1.) in das gesuchle 
Integral substituirl, so erhält man, weil f(x) - 0, also das zweite Glied auf 
der rechten Seite von (1.) unberücksichtigt bleiben kann: 
3 r&a,de, ‚Sat2.,ds, +0 4,9.2+t:0,de, , faS+tE&o.de 

u.Dirr).fi&r) s u.f(&x) & u.Pixx).f(&x) f Dice).figri 
Das erste dieser Integrale ist @(w). das zweite wird auf ein exactes zurück- 
geführt, wenn man 5 = 9-1, =» HMM —mgy, setzt. 


indem sich dasselbe dann, nach $.2 (16.) und weil F +49; = f(Sır) wird. 


D 
| rd 
fe Ddu) u ıı( n‘ ueirt Ä ne 
au - =; — 3 ( ;) redueirt, das dritte ist das in 
. D.u . D da ; Bu 
u 
$.14 behandelte J, daher folgt in schliesslicher Endform: 
'b.2+&0,dı ( D 
(2 ee — 40) +: ı( ) HJ 
(2) u.P(xx).f(i&r) IT u ; 


und da die Anzahl der in J enthaltenen Logarithmen drei beträgt, so ist es 
dadurch in seiner normalen Anzahl von fünf Logarithmen dargestellt. 

Es bleibt die Bestimmung der sechs Gonstanten 4, A,, 4, 4, lb. 4. 
welche durch Auflösung der in (1.) enthaltenen sechs linearen Gleichungen 
erfolgen kann. Man gelangt kürzer zum Ziele, wenn man zunächst die Con- 
stanten 4 und « dadurch bestimmt, dass man in (1.) die beiden Wurzelpaare 
der Gleichungen f(zx) =0, «—=0 substituirt, wodurch (1.) in 

3.) »’=ıblarn)+uFtnmgp; 
übergeht, oder, weil nach $. 3 (1.) die Gleichungen f(xr) = 0, «= 0 dureh 
die linearen Gleichungen: 


(4). ya hn un Yo ulm Ya if: 
aufgelöst werden und diese die Identität 
Z+tunp =yZspı =YP(er) 
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‘ 


herbeiführen, so folgt aus (3.) 


b’ 
D(xr) ’ 


9.) A+uy = 
und wenn x, das zweite Wurzelpaar ist, welches den Gleichungen (4.) ge- 


nügt, da dann nach $. 3 y in —y übergeht. 

» i b" 

(6.) A-uy = WIE: 
woraus 4 und « als symmetrische Functionen der Wurzeln aus (4.) sich er- 
geben. Die Uebertragung in die rationale Form ist sehr einfach. da die 
einzige Irrationalität 7 die einer reinen quadratischen Gleichung ist, man muss 
aber hierzu die zugehörigen Formen 7'(uu) und G (ua) respective zu b(xx) 
und f(xx) einführen und die simultane zugehörige Form H(a«). welche aus 





!(uu) hervorgeht. wenn man letztere nach den in ihr vorkommenden Coef- 
ficienten von & differentiirt und statt der Incremente die entsprechenden 
Coefficienten von f substituirt. Setzt man noch der Kürze halber 


R —= 46 (un) I (uu)—H? (au) 
(R ist die Discriminante des Systemes f, 2, a) ferner bu, —b,u,—n, . bu, burn. 
bw bu, = 3, so folgt aus (9.) und (6.) nach einigen Reductionen: 








2 PR 2’ (nn)G (un) — finm) Hau) u Ztu.f(n,)®(n,). 
i R | 4 R 


Man findet ferner durch Vertauschung der Functionen f und & sowie ihrer 
zugehörigen mit einander: 





2 (nn) Tun) — Dinm)Hiuu) 
R 


Substituirt man diese Werthe in (1.). so erhält man 


(8.) u = 


J/ 





9) b-ib(ar)-Afler) un Etugg = a.n, 
d. h. die linke Seite ist eine homogene Function zweiter Ordnung, welche 


in zwei Factoren zerfällt. deren einer # bekannt und rational ist: daher muss 
es auch der andere sein, welcher sich alsdann ergiebt: 
ie — (26 (bb) I (uu)+21 (bb) G (uu)—H(uu)H(bb)) 
(10.) + (H (bu) H (un) +46 (bu) I (au) +41 (bv)G (ua)) b 
+4flan)Ef (nn) (a)+AP(an)EP(n,)G'(u,). 
Die hierzu erforderliche Rechnung wird erleichtert, wenn man für f und & 
ihre transformirten Formen aus $. 14 (4.) nimmt. Die Ausdrücke (7.), (8.), (9.) 
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sind schliessliche Endausdrücke und man kann in denselben sofort b,b, durch die 
entsprechenden Coefficienten einer beliebigen homogenen Function F(x.. x». T;) 
zweiter Ordnung erselzen. so dass durch (2.) die Entwicklung von 


Fin,® T,,2,)& &T, da, _ JS. fi z,y)da 


U. Dix, x,,x,)f(&x) 


D uf) 
Dix ‚y)(u,xX u, Yy u)afiy) 


symmetrisch ausgeführt ist. wenn Theorem VI. $. 14 berücksichtigt wird. 
Wenn man die Gleichung (2.) nach den Constanten x, differentiirt und 
statt der Ineremente jedesmal die entsprechenden 5, substituirt. so kann man 
den Zähler des Integrales auf jede beliebige Potenz erhöhen und dadurch den 
Endwerth des Integrales für jeden beliebigen Zähler erhalten. Die Differen- 
tiation auf der rechten Seite erstreckt sich auf rationale Funclionen. wie aus 


‘.). (8.). (10.) ersichtlich ist und ausserdem auf @{w),. welches in $. 4 be- 


\ 
/ 


handelt ist. und führt nur noch algebraische Glieder herbei. 


$. 16. 
Ich will zum Schlusse noch zeigen. dass die Gleichung (2.) für den 
Fall verallgemeinert werden kann. in welchem statt des Nenners $& von der 
zweiten Ordnung ein AUHUOIER von der n"" Ordnung gegeben ist. nämlich 


Ex, dx, 


F. . 
dass sich immer noch Va a f(&r) —, wo F ebenfalls von der n'“”" Ordnung 


ist, auf [= a ge. reduciren lässt, in welchem F, eine bestimmte Function 
\“ 


der (n—1)"" Ordnung ist, und der Factor u im Nenner fehlt. Es ist in der 
That melde mit $. 15 2, 


’ f F 5 248 =‘ T, dr, EEE (D F, - ' &x ‚de, 
(1.) —— —a 2 — /ölau)+ul— + [2 — 
diilin D u. f(Ex) PERLTE, 8 D fi&x) 


Um dieses einzusehen sei wieder wie in $. 15 (1.) 


u 
= ug (z,), s=4+fia), 


dann kann man immer 4 und « so bestimmen, dass für die beiden Werthen- 





systeme der Variabeln, welche den Gleichungen «= 0, f(xzr) = 0 genügen. 
F-WP+u>tmgpf) = 


ist. Dieses geschieht genau so wie in $. 15 (3.). 2 (6... Alsdann wird 


aber für jeden Werth der Variabeln 


(2) F-Ab+ustugpg) = F-u+F.f 
‚Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 2. 20 
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sein, wo F\, eine gewisse Function der (a—1)'" Ordnung und # eine solche 
der (a—2)"" Ordnung ist. Setzt man nun f=0, so entsteht 
9.) F=ib+uFtnp%+ Fu, 

und substituirt man dies in den Zähler des gesuchten Integrales, so ergieb! 
sich die Integration wie in $. 15. und liefert die Gleichung (1.). Die Um- 
lormung (2.) besitzt eine Unbestimmtheit, die jedoch auf das Resultat (1.) 
keinen Einfluss ausübt. Man kann nämlich auf der rechten Seite von (2.) stall 
F,. F,+0.f, statt #%, ®—0O.u selzen,. ohne dass dadurch ihr Werth geänder! 
wird; © bezeichnet eine Funelion der (a—3)"" Ordnung. deren Coefficienten 


(n — I)(n—?) 
2 
so müssen in Folge dessen ebensoviel willkürlich bleiben. was auch mit der 


oanz willkürlich sind. Da die Anzahl der letzteren beträgt. 





’ z a la . n(n-1) .,. a 
(Gesammtzahl übereinstimmt; denn F, hat —.—, hat —,— Coeffieienten. 
67 D 
hierzu 4 und «, giebt » +2. Andererseits hat F, deren Coeffieienten ausge- 
3 _ (n-I1)(n-+-2) h a (n-+Iın 2 
drückt werden sollen. deren 5 ‚und es ist # +2 ———— 


een (Ina -—2) ’ 2 2 e 
wirklich = ——5-— : Bemerkt man nun, dass die unbestimmte Function 
A 


9 in f multiplieirt ist. und sowohl in (3.) wie in (1.) f=0 gesetzt wird. so 
folvt, dass sie auf das Resultat keinen Einfluss ausübt. 





Man kann von (1.) ausgehend. die Theorie der irrationalen Partial- 
brüche in einer elwas veränderlen Fassung ableiten und überhaupt den obigen 
Ansatz (2.) noch verallgemeinern. sowie durch analoge Ansätze. in jedem 
zu behandelnden Falle, die Integration auf die hier entwickelten Prineipien 
zurückführen. Ich will hierfür nur noch einen Beleg geben, der auf einen 
sich unmittelbar dem in $. 15 behandelten Integral anschliessenden Fall Be- 
zuge hat. 

Wenn F eine Function dritter Ordnung, & und 5, zwei beliebige 
nude, dadurch aus- 
D.D .f(&) 


führen. dass man eine algebraische Umformung macht, welche Herr Hesse im 





Functionen zweiter Ordnung sind. so kann man 


28°" Bande pag. 73 dieses Journals angegeben hat. Bezeichnet man nämlich 
durch F+PKax).P,(@).f(x,) die Functionaldeterminante der drei Functio- 
nen D, $,, f, welche eine Function der dritten Ordnung ist, so kann man 
immer A und drei lineare Functionen a, b, e so bestimmen (im Ganzen zehn 
Constanten). dass identisch wird: 


A) ab+bB,+cf+12.+B (m)Blz)f(a) = F. 
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Setzt man nun für F diesen Werth und f=0, so wird 
F.3 &x,de, 
PD. .fi&r) 
fe &r,de, ee Ex.de, | y z+%(z).P (z,).f'(z,).I- &r,dx 


- 3 


Be) "4° D.D,.fen 








Die beiden ersten Integrale sind die in $. 14 behandelten J. ich will sie durch 
J, und J bezeichnen, und das dritte redueirt sich vermittelst des in $.2 (16.) 
angegebenen oft benutzten Determinantensatzes auf 

, ( DPLdo— Dad ı,®, 


3. DD DE x 





daher folgt 


. F.S-+E2,de, Pi 
5 Sa rt! 


was die normalmässige Anzahl von sieben Logarithmen repräsentirt. 

Ich glaube durch diese Darstellungen die Fruchtbarkeit des benutzten 
Principes hinlänglich dargethan zu haben und beabsichtige weitere Anwen- 
dungen desselben, welche über die Grenzen des hier behandelten Gebietes 
hinausgehen und auch die erste Veranlassung zu diesen Untersuchungen waren. 
denselben anzuschliessen. 


Berlin. im Mai 1862. 


20 * 











Ueber das Pfaffsche Problem. 


Zweite Abhandlung. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 





IR einer ersten Abhandlung (dieses Journal Bd. 60, p. 193) habe ich 
den Gleichungen des Pfaffschen Problems eine neue Form gegeben, welche 
dieses Problem unter einem ganz neuen und fundamentalen Gesichtspunkte 
darstellt, indem durch dieselben zum ersten Male die Lösungen des Pfaffschen 
Problems durch ein unmittelbar zu bildendes System simultaner Gleichungen 
definirt erscheinen. Der Weg, welchen ich dort zur Aufstellung dieser Glei- 
chungen eingeschlagen habe, und welcher zugleich auf eine Methode seführ! 
hat, das Pfaffsche Problem mit Hülfe von möglichst wenig Integrationen zu 
lösen. brachte die erwähnte Form nicht unmittelbar, und ist nicht vollständig 
geeignet, die Natur der betreffenden Gleichungen ins rechte Licht zu setzen. 

Ich werde daher in dem gegenwärtigen Aufsatze unmittelbar diese das 
Pfaffsche Problem definirenden Gleichungen ableiten, wobei sich einige merk- 
würdige Eigenschaften derselben ergeben werden; sodann aber werde ich 
von diesem System ausgehend eine Integrationsmethode angeben. welche die 

dem früheren Aufsatze niedergelegte als speciellen Fall in sich enthält. 
und welche vielleicht die allgemeinste ist, die sich aus dem hier einmal fest- 
gehaltenen Gesichtspunkte entwickeln lässt. Dieselbe fordert nicht mehr In- 
tegrationen als die früher hehandelte; sie ist wesentlich auf die Relationen 
vestützt. welche ich am Ende der erwähnten Abhandlung entwickelt habe, und 
welche für die bei der Pfaffschen Lösung des Problems auftretenden Systeme 
gewöhnlicher Differentialgleichungen von so grosser Wichtigkeit sind *). 


*) Es sei mir erlaubt, an dieser Stelle nochmals auf die Vergleichung der 
Resultate meiner ersten Abhandlung mit denen des Herrn Natani zurückzukom- 
men. Bezüglich der letzteren findet sich dort (Bd. 60 dieses Journals, p. 196) die 
irrthümliche Bemerkung, dass Herr Natani den Weg zur Integration he Systeme 
nicht vollständig angegeben habe. Dies ist allerdings in der Abhandlung des Herrn 
Natani (Bd. 58 dieses Journals, p. , vollständig geschehen; und man wird selbst 
tinden, dass die von Herrn Natani in $. 10 seiner Abhandlung angegebene Methode 
genau auf dieselbe Anzahl getorderter wen a zurückkommt, welche ich im An- 
schluss an die späteren Methoden Jacobis angegeben habe. 
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ER 3 0 


$. 1. 


Directe Ableitung der simultanen Differentialgleichungen, durch welche man die 
Lösungen des Pfaffschen Problems definiren kann. 
Die Aufgabe, den Differentialausdruck 
X, dx, + A, dx, EEE 4 A dc», 

in einen nur » Differentiale enthaltenden Ausdruck 

Fudfi+ Fadfo+- + F,df, 
zu transformiren, wird, wenn man beide Formen mit einander vergleicht und 
die Coefficienten der dx; auf beiden Seiten einander gleichseizt. durch das 


System von Gleichungen repräsenlirt: 


r ( ( i 
Ä, = F, h_ =} x F\ dr P + F, E fi j 
u. oT, or, 
r © ( . 
A) = F . +F: Te +++F, Een. 
1 ) ( OL, ( T, 


@ o Y > : Y , # 
\, min F, — h_ - F: oh - of, of: 


Oi 
Die Aufgabe ist bekanntlich immer vollkommen bestimmt, sobald die aus den 


Ausdrücken 


voebildete Determinante 
(3.) D = Ita... db3, 2 


nicht verschwindet; was hier immer vorausgesetzt werden soll. 
Wendet man aber bei der Bildung der Ausdrücke (2.) die Gleichungen 


(1.) an, so erhält man auch 


Fr 3 MP SR.) 


47 Ye = J 





und indem man die Determinante dieser Ausdrücke bildet. erkennt man. dass 
dieselbe sich in die beiden Factoren 
ii 


> oO: 02, OL, O2 Od Ör,, 








und 





PR: OHR. OBER: / öF _öF, öF, 


.. . ‘ 


OL, OX.+1 OLu+2 0%, 








- O2, 0%, 
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auflöst. welehe ausserdem mit einander offenbar identisch sind. Setzt man also 


> Be a. 06 


. ... 
r 


Z. . . - ’ 
Or, OL, OL, OT 4 l OL, 4- > OLu 





so hat man 

6) De 4. 
Aber nach einem bekannten Satze hat man auch noch. wenn D; die dem 
Elemente a;, entsprechende Unterdeterminante von D ist: 














m Doz a _ U 
\ 7 - —) 7 - _ - = 
r oF; ( ) oF; of; 
© pe 
dx O4 or OX 


Wenn nun D, also auch 4, nicht verschwindet. so kann man immer eben- 
sowohl die f, F als Functionen der x, wie umgekehrt die x als Functionen 
der f, F betrachten; und diese beiden Darstellungsweisen sind verbunden 
durch die Gleichungen 








.; 1 08 or, 1 04 
of; we we oFr, 4 .oOFR; 
0 -=— 0 -— 

0X OT 


Dividirt man also (7.) durch D= S°, so kann man für diese Gleichung auch 
schreiben: 








or Den 

D oF; ofı oF, of; 

Es ist bekannt. dass die Determinante D sich als das Quadrat eines 
aus den Grössen a;, auf rationale Weise gebildeten Ausdrucks R darstellt. 
Bezeichnet man durch A;, den Differentialquotienten von R nach a,, so erhäll 
man durch Differentiation der Gleichung 


R’ = D 
unmittelbar: 
2R . R;. 2 D,.—D;; = 2D,., 


oder nach Division mit R’= D: 














Ri u Di 
ER 
woher denn die Gleichung (8.) auch in der Form dargestellt werden kann: 
en ox, 08. ox. 9x 
> 2a 
R oF, ofı or, ofı 


Bezeichnet man nun durch (p) und [y, w] die beiden Ausdrücke: 
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Ru x 88 


We ıT, 
\ R Öx, 
10.) E 
rn a) r;, OH oW 
Ip, 72 -- E2— ih op oy 


R oX,; OX, 


\ 


r A / . R;; 
so ergiebt sich. indem man aus (9.) die Werthe der —- und aus 1.) die 





R 
Werlthe der X einführt: 
Wo EEF TFT 9 (ar 9 _8 erh 
\ f : [4 Ä [Zi /. 1t or, fi IE, OF; of; OF; eh 
wre 
u u OF, ; 
e _ — u). |) Bi 7 nm er 5 u ae 7 
14 r OL; Or, oF; ofi oF} of; 


— l. rg Te ee ne 


” En Oo op op\, 
or ch Om of 


Den Inhalt dieser Gleichungen kann man durch folgendes Theorem darstellen: 


Theorem 1. 

Seien A,» Ass ... Ar, beliebige Functionen von X. Ar. ... 2... 
welche der einzigen Bedingung genügen, dass die Determinante der aus 
ihnen gebildeten Ausdrücke 
oX; 


oX; 


O4 k ( L; 


ee = 


Ih 
nicht verschwindet. Sei ferner R der rationale Ausdruck, dessen Quadrat 
der Determinante der a;, gleich ist, und sei 


= > 


IA 4 
6; . 
’ 4; 





bezeichnen wir endlich durch p, w beliebige Functionen und durch (y 


Ip, w] die Ausdrücke: 


9) u, nn X; a. ? 
! OL, 
> ei n 
9; v] = 2;2, = nid kn 
R oz, ox, 
Hat man dann solche 2n Functionen fi. fi» -:: fa» Fı. FH»... F, ge- 


funden, dass identisch 
N, dr, - A, dx; + Zi © + ee d.x,, _— F, df, a i F; df; a F\, df, “ 


und drückt p und w, statt durch die &, durch diese Functionen aus, so 


ist immer: 
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op 

En B >; N 

(p) En EEE F\, OF 9 

u 

11.) 

WERE ow op © 
Im = zT 5), 
OÖ F, of, u ofu OF, 


Selzt man nun in diesen Gleichungen für p und w irgend welche der 
Funelionen f und F, so ergiebt sich aus der ersten Gleichung sofort: 
2) Hu Mer 
aus der zweiten aber: 
13.) Ischl File TI, 


und nur, wenn in der letzten Gleichung {= %k wird, hat man: 


(14) [Fu fl 
Diese Gleichungen. denen sonach die Lösungen des Pfaffschen Problems zu 
venügen haben. führen auf folgendes Theorem: 
Theorem 2. 
Bei übrigens gleichen Bezeichnungen wie im ersten Theorem genügen 
die Functionen F, f, welche durch die identische Gleichung 
Ada + hd + +A\,de, = Fdfi + Fdf; ++ F,df, 


bestimmt sind, folgenden n(2n-+1) Gleichungen: 


Kr. )=% FF, FJ=0, [F,f)=0, [F,fl=1. 
)=0, (F)=F;, 
wo in den ersten drei Gleichungen i und k als ungleich vorausgesetzt 
werden. 
Bezeichnet man also als Integrale des Pfaffschen Problems die » 
(rleichungen: 
hi= h=%ı :.. =, 
WO @%a @s ... 0, Willkürliche Constanten bedeuten, welche in den Funetionen 
f nicht vorkommen, so hat man insbesondere das Theorem: 


Theorem 3. 
Diejenigen n Functionen fi» fr» -.- f,, welche, gleich willkürlichen 
Constanten gesetzt, die Integrale der Differentialgleichung 
A, da, + X,dy +: +A,de;,, 


1 h Ki 
bilden, sind durch folgende an Gleichungen definirt:: 


15.) (M=-9ı fl =0 


21 B 
# 
z 
a 
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$. 2. 
Andere Ableitung, nebst dem Beweise, dass die aufgestellten Gleichungen 


hinreichend sind. 


Auf dem im Vorigen eingeschlagenen Wege velanet man leicht zu 
n.n--1 
z- 


scheint es sehr schwierig. in ähnlicher Weise den Nachweis zu führen. dass 


Gleichungen. welchen die Functionen f genügen müssen. Hingegen 


diese Gleichungen auch hinreichen, d.h. dass, sobald ein beliebiges Svsiem 
von Funclionen gefunden ist, welches den Gleichungen (15.) genügt. sich 
immer die Funelionen F,. FF. ... F, so bestimmen lassen. dass die 2» Glei- 
chungen (1.) gleichzeitig erfüllt werden. Man kann aber einen ganz anderen 
Weg einschlagen. um sowohl die Nothwendiekeit der Formeln 15.) als 
auch umgekehrt die Hinlänglichkeit dieser Gleichungen zu beweisen. Dieser 
Weg scheint mir um so merkwürdiger, als er die ganze Untersuchung von 
der Aufstellung einer einzigen identischen Gleichung abhängig macht. welche 
so gewissermassen den Kern für die hier gegebene Behandlungsweise des 
Pfaffschen Problems bildet. Dieser Weg ist folgender. 

Die Gleichungen (1.), 2» an der Zahl, sind linear in Bezug auf die 
unetionen F. Man kann also aus je »-+-1 dieser Gleichungen jene Funclionen 


eliminiren. und erhält. da dies auf 
2 a2... +2 


Weisen geschehen kann. ebenso viel Gleichungen für die Functionen f, welche 
sämmtlich die Gestalt einer Determinante, gleich Null gesetzt. annehmen. 
Diese Gleichungen können jedenfalls als hinreichend zur Bestimmung der f 
angesehen werden, da man von ihnen in jedem Augenblick zu den Gleichungen 
(1.) zurückkehren kann. Alle diese Gleichungen aber lassen sich in eine 


einzige Determinante zusammenlassen. nämlich in die Gleichung: 





et Az 

nr en A a 
| ( 4 or, de, l ml 12 l,n—I | 
| | 
N np - n 
| ... A: er 2 Au m [04 ’ U.39 a 162 u d 

16.) V=0=-| m ©, . a 5 
| 
"a . : 
) o ” 

| en, u ce: : [n An Con 03,2 ».% Oanın l | 
| OL, OL, OL, 
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vorausgeselzi dass man annimmt, der Ausdruck V solle verschwinden, welch: 
Werthe man auch den Grössen & beilege. 

Die Gleichung (16.) kann also als hinreichend zur Bestimmung der 
Funetionen f angesehen werden. 

Ich multiplieire jetzt den Ausdruck V mit der Determinante der Grössen 
D;, R;; - 1 . 1 
— - oder —-, welche gleich — oder gleich —- 
D R °’ D ° R? 


duet kann man bekanntlich wieder als Deierminante darstellen. und zwar. 


ist. Das entstehende Pro- 
wenn man der Kürze wegen für den Augenblick die Bezeichnungen einführt: 


| RR 2, va 


R. X. 
17. Eyes ke -— } 
) 18:7 
‚R,e;, ’ 
Er 2 


R 7 ’) I I 
Ffıı $Pı2 --- $fın Y, Pıı Pı2 ++» Pin 


ra 1} ’ 
Prı Par -:- Pa Y, Paı Pr ++ - Ban 


4 +) J .) | 
|Panı Pan?» Pan Y,, Han, Pin? ++ Pinn—ı | 
. . . 2 . ” . ] 2 
Ich werde dies jetzt mit V multiplieiren und also den Ausdruck 7 


bilden. Das Product wird abermals eine Determinante, und zwar sind die 
Elemente derselben: 











of rn. er R; of, © ın » » r p . 
<< { ist — “x “ > — _—— - F —— 1} E 
— |. G kyhh i x 0” net R or, or, fh 9 £ FA 9 fh 
e r — ofh r en) . R;x r of) f * 
e % een % r > EN... MR Kacar - ac, \ 
Z,9prÄı = i,. Y,=2;2, RB A; rrelkude E (9 
14 2 
5 % — \ ofn / " u Rx [04 of ne A 
|. f kyh Rx m E Tem; or.' i,m -— u R "k,m Ox, / mh . 
zZ 
R;; 
ni r nA <' “ < x IK 7 als 4 
2, Y, Or m — — I;X; im — — u. R A; m — d, D 
Ri 
or | BE, „u. ©. ık Vieh, RR, 2 
S,Pan Om — am; u & Oh Om Si En m Zu Em.h ’ 


man erhält also folgende identische Gleichung: 





N Nee 
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v fl I»fil--- [As fi) (A) Yı, 72,1 Fall 
—[f»fil 0 sfl--- [is Pl BR) Yı;: 72,2 ni 
-[&fl-[IR; R} Br isi 8 71,3 72,3 /n-ı 


BER Ba) WA I Ya 


19.) - 
\ ° ) | (PN a \ \ i 
I -M. -M -M MM OA H ..d 
"/ıı Re ü 2% Yin d; 0 ni nam 
— ya, v2 — 2,3 Yın re. 0 RE 
7 1.1 "Fe 1,2 ui 1 As Yu In Ö, 1 E1,u 1 En Pils v 


In dieser Gleichung ist nun in der That der Beweis enthalten. sowohl dass 
die Gleichungen (15.) für die Functionen f bestehen müssen, als auch dass 
sie zur Definition derselben hinreichen. Das letztere namentlich sieht man 
sofort ein. Denn verschwinden sämmtliche Elemente | f;. f,]. (f;). so werden 
»--1)' Elemente der Determinante (19.) gleich Null. welche ein Quadral 
bilden. und somit verschwindet die Determinante, welches auch die Werthe 
ö, e oder der Grössen « sein mögen. Man hat somit immer 


der Elemente 7, 


—=0. und hierdurch ist das folgende Theorem nachgewiesen: 
Theorem 4. 
Wenn irgend n Funetionen fi. fi- f.. so bestimmt werden, dass 
sie den Gleichungen 
D=0, If]=0 
genügen, so kann man immer die n Functionen F,. Fr. ... F, so be- 


stimmen, dass sie den 2n Gleichungen 


i Be »- © 
Ä, m F, Kur ie a F; Kur as ji az. _. . 
oX, ” Om, or, 


r 


r of. of. 
A, ned F - h yo F; —, fr “ .. ... Ei = F n — 
:. x 


- 1 nn ’ » 
om, or, O2, 
X RR F cf, | E of, ae = F ln 
An a #75, 
OL, OX,, O4 > 


gleichzeitig genügen, oder man kann die Gleichungen 
fi = Const.„, fs = Const., f,, = Const. 
als die Integrale der Differentialgleichung 
X, da, + de +++ X,.de,, = 0 
betrachten. 


21” 
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Aber auch die ANothwendigkeit der Gleichungen (15.) lässt sich un- 
miltelbar aus der identischen Gleichung (19.) ableiten. Aus dieser Gleichung 
geht. indem man auf beiden Seiten. was immer auf rationale Weise geschehen 
kann. die Quadratwurzel zieht, die Gleichung hervor: 

v 


+ er — -- ee (- 
20.) ). 


wo © den aus den Grössen [fi fi]. (f;)- 7, 0, & gebildeten rationalen Aus- 
druck bedeutet, dessen Quadrat die Determinante in (19.) ergiebt. Bestimm! 
man aber die 2».»—1 beliebigen Grössen & so. dass zuvörderst sämmlliche 
Grössen &, deren Zahl I ist. verschwinden, so wird jene Determinante 
eine homogene Funelion zweiter Ordnung der Grössen (f;) und [f;, f;|. und 
7 ist also eine lineare Funetion dieser Grössen. Wenn man daher © in die 
Form selzt: 


() z n(fı) | nel) N tlf | Salfı: £]- Eslfis 5] ol, ar? ı- fa] » 


ati „|... 
5 (rössen 


-. » alle möglichen Werthe beilegen dürfen, und die Gleichung I =. 


so wird man vermöee der Willkürlichkeit der « auch noch den 


welche die Gleichung 9=0 mit sich führt, bedingt also, da sie für alle 


' a n.n--1 
Werthe der @ bestehen soll, die Existenz der ——. 


(A9=09. [If fl=0. 


Die Gleichune (20.) setzt uns also in Stand. aus einer linearen Combination 


einzelnen Gleiehuneen 


der aus (1.) direct fliessenden Bedingungseleichungen zu der Form (15.) und 


umeoekehrt von dieser zu der ersteren zurückzukehren. 


$. 3. 
Directer Beweis der zwischen den Operationen (g) und |Y, w] bestehenden 
Beziehungen. 

Wenn man ein System simullaner partieller Differentialgleichungen 
nach Art des Systems (15.) zu integriren hat. so wird man zunächst immer 
untersuchen, ob sich durch Differentiation aus dem gegebenen System neue 
Gleichungen ableiten lassen. welche ebenfalls nur erste Dilferentialquotienten 
enthalten; wodurch denn die Anzahl der Gleichungen des Systems vermehr! 
und die Integration derselben wesentlich erleichtert wird. Aber wenn man 
bei dem System (15.) dergleichen Operationen ausführt. welche neue Diife- 
renlialgleichungen zu liefern geeignet sind. so findet man, dass das Resultat 





- - 
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% 


immer identisch verschwindet. und man eelanet zueleich zu dem direeten 
Beweise der zwischen den Operationen (y) und [g. w] eintretenden Be- 
ziehungen, welche ich zuerst in der ersten dieser Abhandlungen gegeben habe. 
und auf denen die Integration des Systems (15.) wesentlich beruht. 

Man erhält nämlich sofort, wenn g, w, z ganz beliebige Funetionen 


hedeulen: 


! (+) I ” ( Fr u 
| 14 2) 7 . YA | u Ze Ar Ik ni Rur : i [ ) 
% en R U Or R Or, Du 
(+) N) } 
5 r;, u Fe Pr. X I Yf ru 
R O4 R O5 OL e1 
[4 “ 
(+) > N, 
cr R; Pe be f f nv 
j . 2, om OL:0X 
(+) J > N n n. 
> Ru h RV a ( X h 4 ( f | 


or, O2, 02.08 
k ;OoE, 


wo die Summe sich auf die vier Indices ö, k, u, v bezieht. WVertauscht man 
num evelisch die Funclionen 4. vr, z, und zugleich ebenso die Indices k, u, rv, 


so erhält man foleende Gleichung: 


[le v]),z1+1lv; 2], vl+li% eo), vl 
>. C ct 2 R;: © Mi A; o "Ay R;, ( R.. N 
IS 4 04 w\ ( be) L r&- ) Wbueni. ( . )| 


or, Gr, Or, Ey we Te R oa.\1 
(+) ‚2 ) 
u Ile in: ‚ BulkoitBale, or 29 
2 I. Or.Or R’ © T. OT 
[4 a v 


(+) co’ R;, R,. | R;:R us of 0% 


on.dr R' OX or, 
! r [77 
4 22, e 
S&__0%X _,RoRut+RuRs 0w op 
' 02:.0X, R’ or, 02 
ı } N 7] 


Die drei letzten Summen verschwinden. da sie durch blosse Verlauschung 


der Indices ihr Vorzeichen ändern; die zweite Summe durch Vertauschung von 


/ und «, die dritte durch Vertauschung von ö und v, 
Ferner werde ich weiter unten beweisen. dass die 
genügen: 


die vierle dureh Ver- 


lauschunge von © und A. 
Grössen R, wie sie oben definirt wurden, immer den Gleichungen 


‚99 \ x \ Ri o FE ff R;u er Ry: R;.. 
22.) U R Or. 9" R 3 \ +, RR ln )) = ) 





vorausgesetzi er- 


welches auch die Indices k, u, v sein mögen. Und dies 
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ojebt sich aus (21.) ohne Weiteres: 


23.) [ie vw),21+1l 2) vl+[z go), v] = 0. 


welches die eine der zu beweisenden Gleichungen ist. 





Aber ich werde weiter unten auch beweisen. dass die Gleiehunsen 


22.) nur erfüllt sein können. wenn die Grössen R die ihnen im Vorigen 
beigeleete Bedeutung haben. sobald man nur annimmt. dass RR; -R.;. 


1 . . 4 .. R 1A * . .. » 
und dass die Determinante der Grössen a nicht verschwinden dürfe. 
L 


Lässt man daher in den durch |, w) bezeichneten Ausdrücken die Bedeutung 
der Coeffieienten R vorläufige unbestimmt, nur so. dass ihre Determinante 
nicht verschwinde. und sucht umgekehrt die Bedingungen auf, unter welchen 
Ip. w] der Gleichung (23.) genügen können, oder die Be- 


dingungen. unter welchen die rechte Seite der Gleichung (21.) allgemein ver- 


solehe Ausdrücke 


schwindet. so Irelen dabei zunächst die Bedingungen (22.) auf, welche die 
erste Summe (21.) verschwinden machen. Die Bedingung aber. dass auch die 
anderen Summen verschwinden, ist: 


0 = R,.R,+R,:-R.+R,.. R,+R,.:Rı;. 


ul 5 


(R,+RJR.-+ (Ru+Ru)R, = 0. 


I BP N ku 


Setzt man hier « =‘, so kommt: 


R,-+R,).R; 


ae 
und da nicht alle AR, mit einem beliebigen Index © verschwinden können. 
ohne dass die Determinante der R verschwindet (welcher Fall ausgenommen 
ist). so hat man alleemein: 

R,+R,.; = Vd. 
Da nun nach dem unten zu erweisenden Theorem in Folge dieser Gleichung 
die Gleichung /22.) genügt, um den Grössen R die im Früheren festgestellte 


Bedeutung zu vindieiren. so erhält man folgendes Theorem: 


Theorem 9. 


Der Ausdruck 
Ri: © f © ıp 





Q.wı = DEN , 
19 ‚ SENT To oX; oX, 


genügt der identischen Gleichung 


[[s. 7], z21+1e 2]; 6]+116 9), 7] = 09, 


in welcher p, x. w ganz beliebige Functionen bedeuten, immer dann. 
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u 
2 
{ 
FIR 
® 
hu 


wenn die Grössen R sich aus n Funclionen X so zusammensetzen. duss 
R die Quadratwurzel der aus den Grössen 
IX; ON; 


( 
Gr = = —- 
( Or. 


/ 14 


N 
8 


gebildeter Determinunte, und R,, den Differentialguotienten derselben nach 
a;,;, bedeutet. Vorausgesetzt aber, dass die Determinante der R; nicht 
verschwinden soll, giebt es keine andere Bestimmungsweise dieser Coef- 
fieienten, bei welcher ebenfalls die obige Gleichung identisch erfüllt ware: 
Man sieht aus diesem Theorem. dass die identische Gleichune (22. 
durch das Pfaffsche Problem gewissermassen erschöpft wird. indem dieselbe 
nur für solche Coeffieienten RR bestehen kann. welche mit demselben in un- 
mittelbarer Beziehung stehen. 
Betrachten wir ferner den Ausdruck: 


ud R;: ow 0 Mn; Y op \ 


ONE ER a DAR. 
L\ fl, I R OR, Or, ? Mr x 
v I 
(4 id R; Oo R; ). X, wc 
= R 0x. (4 
[4 n 
f 
 z„ RaRu, „OoXu, 0w en 
k ox, or, 0X, 
(4 Bi 1 2 
ı yRaßmwAu 0v 04 
R’ oX, or or 


Indem man in der zweiten Summe i mit «, in der dritten # mit » vertauscht. 


seht dies über in: 


Eon o SR Rn), . dur Öy 
% „vi = a el neh 
A &( Au or Or 
| = RaRu ON, f Run Ri, © X. Mi. u of 
a Er 5 02° k’ or N& or, Or, 


A 


ORuRuX, Ow Ö’y 


TE RO "ox, Onca, 
\ [4 I 
Zieht man nun hiervon denjenigen Ausdruck ab, welchen man dureh Vertauschung 
von g mit w und von A mit v aus dem ua erhält. so kommt: 











>| = Rus Rus 4 a 0 
ul. gl = SE ir (Fe). ae DE 
1 O R ‚Bur - Run R;, rn Xu fr N ow og 
gg Wed R’ Oo ze. Or, or, or 
S Ruß, Au O ( Oo 7; 
3 au R’ Or, \ Or, Or, 
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Die letzte Summe lässt sich auch unter der Form darstellen: 





I Rai PB. © R,, ow 0% = > (PR) ow og 
PIE R R Ox, ox < or, 08.’ 
/ ) J v 


deren erster Theil nichts Anderes ist als (|y, y]): und führt man dies ein. so 


nimmt die vorliegende Gleichung die Gestalt an: 
(p) vl), vI—(L9; fe 


\ & R; 7 R " OR n u | , RK, 
24. E E R Er ee )+ “ KL +3 rs X, Au, Be 





| Po: 
: R’ 








“ Ri R RR; © Au © A or 
ik Ahuv uh bir 1) up 


Or. OX or. ©xX 
4 [7 h V 


Hier ist aber der eingeklammerte Coelficient der ersten Summe der nach (22. 
verschwindende Ausdruck: somit verschwindet die erste Summe vollständie 
lerner ist 

ON, oX; 

TEEN 

DI. Or 

I di 
ınd daher 
2,3; (R,R,„—-RuR;,)a,; = R.Rı—R.R, = ?2R.R,,, 


also die zweite Summe in (24.) gleich 


; . R,ı oW ot 
> —— SR Ip, uw] 
m oX, 0X 


> 
Und so redueirt sich (24.) auf die zweite der in der angeführten Abhandlung 
aufgestellten Identitäten: 


(vl). gl = (I v])+ lo Y 
Diese Gleichung beschränkt sich zwar, wenn die Ausdrücke (g), [y.w] als 
beliebig vorausgeselzt werden. keineswegs auf die vorliegenden Formen. 
Aber wenn man annimmi. dass zugleich die Gleichung (23.) bestehen soll. 
ist dies in der That nur für die vorliegenden Formen möglich. Nehmen wir 
y) vorläufig in der willkürlichen Form 
"u, og 6, °F .ı...0 9 


a > 
Or, IL, OL, 


p 
an. so kann man. da die Determinante der R nicht verschwinden soll. immer 
solehe » Funelionen Y bestimmen. dass 

m 
0 —- x lay 
% { R 4 


Alsdann unterscheidet sich die betrachtete Form % von der früheren nur noch 





\ 
s| 
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dadurch. dass an Stelle der zur Bildung der R (nach Theorem 5.) zu be- 
nulzenden Funclionen X vorläufig in der Form (y) neben den R, andere 
Funetionen Y auftreten. Bildet man nun den Ausdruck 

9) [er gI-([9; W))» 
so nimmt er genau den in (24.) gegebenen Ausdruck an. nur dass für 


. oN oNX: 
A, und RE 
OL; ( T 
zu setzen ist: 
; GR, cY; 
Y, und —-—- <<. 
Var ae 
ı 7} 


So verschwindet also die erste Summe in (24.) noch immer: und damit die 
zweite. wie die vorgelegte identische Gleichung verlangt. sich auf |y. w] re- 
dueire. hat man die Bedingung: 


>, Z,(R,R,—R,..R,) di B e = IR, 


OL; OL 
Multiplicirt man dies mit a,, und summirt nach %k, so erhält man links 


R.Z,R, (Ge) RER, (Se E)=OR.z,R, (oe). 


OX OX Or, or, | Ä 
4 / u 


hi 





und rechis 2%’ oder O0. jenachdem v und A gleich oder verschieden sind. 


Man hat also 


L, OT 

l 1! 
cY oY) 

< u ) 

u R (> x a ) 0. 
OL, 0X 2 


wo in der letzten Gleichung A und » verschieden sind. Aus diesen Glei- 
chungen aber ergiebt sich durch Auflösung sofort: 
of, oFY, OX, 0X) 


-— == © = —— — —; 
pr or, OX 
fı 4 





OL, OL r 


Diese Gleichung stellt nichts Anderes vor. als die Bedingungen dafür, dass der 


Ausdruck 
(Y,—-X)da+(Y:—- A,)dn ++ (Yn— Ar.)des, 


ein vollständiges Differential ist. Man kann also setzen: 





' 5 o82 
Y, zes pe -+- OT . 
i 
2. u 
Y, = A,+ —. 
OL, 
Journal für Matlıematik Bd. LXI, Nett 2. 22 
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wo 2 eine unbestimmte Function ist. Setzen wir diese Werthe in (g) ein. 
so zerfällt der entstehende Ausdruck in die Summe zweier Terme. deren einer 
venau das früher durch ($) BE Assree rat wird, während der andere 
nach den angewandten Bezeichnungen [2, g] ist. Verstehen wir also jetzi 
wieder unter (y) den aus den X eh Ausdruck, so geht die mit Be- 
nutzung der Y durch 
vl, gl] = (ip; w])+ le; W 
dargestellte Beziehung über in 
KN+L2, 91. v1) +2, vba] = (ie v)+ER Ir ul. 
Aber hier en die mit (2 behafteten Terme zusammen wegen der 
ersten der behandelten Identitäten; und man sieht daraus, dass die Funclion 42. 
ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen. gleich Null gesetzt werden darf. 
so dass die Y mit den X zusammenfallen. Dies giebt sonach folgendes Theorem: 
Theorem 6. 
Die beiden Ausdrücke 


a u 0 
FR WERTE. 
FF) — —; |. ——Ä; 2 ° 





[y w] — Zt or ey 
„7 a or; Or, 





genügen ausser der identischen Gleichung 


Lie, vl)» 21411 2], yI+11% pl; w] = 0 
auch noch der zweiten: 
KW] -[),g] = (le, v])+[W; v]- 
sobald R die Ouadratwurzel der aus den Grössen 
oX; ON; 


di, = 
” or, or, 





gebildeten Determinante, und R;, den Differentialquotienten von R nach 
bedeutet: und es giebt keine andere den Üoefficienten der Ausdrücke 
(y). [y. w] beizulegende bedeutung, für welche jene identischen Gleichun- 
gen ebenfalls beständen, vorausgesetzt, dass die Determinante der R; 
nicht verschwinden darf. 
$. 4. 
Beweis des im Vorigen benutzten Satzes über die Grössen R;. 
Es ist noch übrig, den Beweis des Satzes nachzutragen, auf welchem 
die Betrachtungen des vorigen $. wesentlich beruhen, und welcher sich fol- 
sendermassen aussprechen lässt: 








EN 11° 
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Theorem 7. 


Bedeuten A,. As.» ... A), beliebige Functionen von X). Xu. ... ,. 
welche der einzigen Bedingung genügen, dass die aus den Grössen 
OX; ON, 
d;; . 
OX Or. 
IA 7 


gebildete Determinante nicht verschwindet: ist ferner R die Ouadrat- 
wurzel dieser Determinante, und R;, der Differentialguotient von R nach 


A;;. so ist für jeden Werth der Indices k, 4, u immer 


= z{fa & (Re), Rn_& (Ma), Min (Ray 
<= | R/TRIEN\NR/! 
Und umgekehrt, wenn man die Grössen a, = — a,,, aus welchen die Grössen 


R,, sich auf die angegebene Weise zusammenselzen, übrigens beliebig 


lässt und sie nur OR der Bedingung 


Rn 3/7 Ru € e a) =. - — (=) 4 um aD) 


für alle Werthe von k, 4, u zu genügen, so kann dies nicht anders ge- 
schehen, als indem man 2n Functionen X annimmt. mit Hülfe deren sich 
die a; durch die Gleichung 


en en 
n 
x. 


bestimmen. 

Um den ersten Theil dieses Theorems zu beweisen. ist es nur nölhie. 
die zu beweisende Gleichung zu entwickeln. Dieselbe nimmt eine einfachere 
(restalt an. wenn man den bekannten Satz 

o’D oD cD oD oD 
D: — ee an 


oa,,0qA od, oa _ Oo di, da ol 





kA” u 
benutzt. in welchem D die Diksnkäninte bedeuten soll. deren Quadratwurzel 


R ist. Aus derselben folgt: 


























ceD oD 
Ö oD ee. od, ( um 7 
| ; =, 5 a 
or, D Od, ‘ D OL; 
oder. da 
oD 
04, PA R,; 
D Bu’ 
auch: 
© R,; og R,, R,; Od, 
— I 75 
OX R _ Aa R’ oX, 


5 
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wo 2 eine unbestimmte Function ist. Selzen wir diese Werthe in (g) ein. 
so zerfällt der entstehende Ausdruck in die Summe zweier Terme, deren einer 
venau das früher durch (9) bezeichnete Aggregat wird, während der andere 
nach den angewandten Bezeichnungen [2, g] ist. Verstehen wir also jetz! 
wieder unter (g) den aus den X gebildeten Ausdruck, so geht die mit Be- 
nutzung der Y durch 
(m) vl, gl] = (lo; v])+ Le; W 
dargestellte Beziehung über in 
(+2, 4) v]-In) +2, var] = ( v)+E3 i9; vll. 
Aber hier verschwinden die mit (2 behafteten Terme zusammen wegen der 
ersten der behandelten Identitäten; und man sieht daraus, dass die Function 42, 
ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, gleich Null gesetzt werden darf. 
so dass die Y mit den X zusammenfallen. Dies giebt sonach folgendes Theorem: 
Theorem 6. 
Die beiden Ausdrücke 


(p) = > yP 7 


Rx » 0% 
Boch X; 7 f C 
R or, 





- ‚— Rı 09 ov 
Ip, w] = A, ge N di — 
R oz, or, 

genügen ausser der identischen Gleichung 

Le, v, 21419 2» el+ll pl, vl = 0 
auch noch der zweiten: 

(p), v]-I), pl = (Ip; v))+[w, v]- 

sobald R die Ouadratwurzel der aus den Grössen 
oX; OX% 


OX Or. 
IR 2 





a 75 


gebildeten Determinante, und R;, den Differentialguotienten von R nach 
d;. bedeutet: und es giebt keine andere den Üoefficienten der Ausdrücke 
(p) Ip, w] beizulegende Bedeutung, für welche jene identischen Gleichun- 
gen ebenfalls beständen, vorausgesetzt, dass die Determinante der R,; 
nicht verschwinden darf. 
$. 4. 
Beweis des im Vorigen benutzten Satzes über die Grössen Rx. 

Es ist noch übrig, den Beweis des Satzes nachzutragen, auf welchen 
die Betrachtungen des vorigen $. wesentlich beruhen, und welcher sich fol- 
sendermassen aussprechen lässt: 
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Theorem 7%. 


Bedeuten A,, As. ... A), beliebige Functionen von X. Xu. ... Xu,. 
welche der einzigen Bedingung genügen, dass die aus den Grössen 
OX; oX, 
A;, —— — 
Or, OX. 
h z 


gebildete Determinante nicht verschwindet; ist ferner R die Quadrat- 
wurzel dieser Determinante, und R;, der Differentialguotient von R nach 
A;;. so ist für jeden Werth der Indices k, A, u immer 


. Ri 9) R u i R;; ) IM R;. © R;; 7 
ME Ei R ) dr K R) | Ru R N 


OX 
Und umgekehrt, wenn man die Grössen a,= — a,,. aus welchen die Grössen 
R,, sich auf die angegebene Weise zusammensetzen, übrigens beliebig 


lässt und sie nur ze der er 


R;u Rus um Ri 
DE ER a ac 


für alle Werthe von k, 4, u zu genügen, so kann dies nicht anders ge- 
schehen, als indem man 2n Functionen X annimmt. mit Hülfe deren sich 
die a; durch die Gleichung 


u ee rm 


bestimmen. 

Um den ersten Theil dieses Theorems zu beweisen. ist es nur nölhie. 
die zu beweisende Gleichung zu entwickeln. Dieselbe nimmt eine einfachere 
(restalt an. wenn man den bekannten Satz 

o’D oD o©D oD oD 
Ding ut gro sine ee 


J Yf ’ 1 
ca,,04,, cda,, 04, Oo a, oa x 





benutzt. in welchem D die Dikkekiiinte bedeuten ia: deren Quadratwurzel 


R ist. Aus derselben folet: 























ceD cD 
© oD id x x ca, OR 04,0 
N n oo 2 Be Fe . . 
oder. da 
oD 
04,; 2 R,; 
D BB’ 
auch: 
C R.; < x R,., R,; Od, 
z a 
ox, R _ Alt R’ or, 


22” 
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Führt man dies in die zu beweisende Gleichung ein, so nimmt dieselbe die 


Form an: 
0 — Tr R,, R,,; R;, Ei RR, R,, u: R us R,, R,, o4,, 
[4 M) 0 R’ or; 


“ 














Vertauschen wir in der dreifachen Summe nun die Indices i, o, © evelisch. so 
bleibt der Zähler des ersten Factors ungeändert, indem nur immer jedes Glied 
desselben in das folgende übergeht. An Stelle der obigen Gleichung kann 
man daher auch die folgende setzen: 

RR, R,; (eo og, ie 


sr + — k0 40 
25.) 0=- 882, | 


2 
‘ R° 


_— — 





I z l 


ox, ' or OX 
[4 e Ö 
Da nun die eingeklammerte Grösse identisch verschwindet, wenn man den 


a;,; die Bedeutung 
oX; OX; 
© 7 —— 
OT, or. 
h ı 





beilegt. so ist (25.) durch diese Annahme identisch erfüllt, und also der erste 
Theil des Theorems bewiesen. 

Um auch den zweiten zu erweisen. bemerke man nur. dass bei Ab- 
leitung der Gleichung (25.) keine andere Eigenschaft der a;, benutzt ist. als 
dass @,+a,—=0. Man kann also ganz allgemein statt der vorgelegten Glei- 
chung die Gleichung (25.) zum Ausgangspunkt nehmen, um die «a; in ge- 
eigneter Weise zu bestimmen. Multiplieirt man aber diese Gleichung mit 
Ag0-G;,.4,; 


und summirt nach o, o, i, so erhält man sogleich: 








96 0A, ca,, ca, 0 
Pr Er P nn 
\ ) oX. Or, | OL, ’ 
Ä/ P 


und zwar muss diese Gleichung für alle Werthe von «, ?, y erfüllt sein. 
Nun kann man offenbar immer 2x Functionen Y so bestimmen. dass 





en er, or, 
(2 ‘ + a, Ben 7 u. ® 
/ 0X, oz, 


Setzt man in (26.) sodann «@=1, ?=2, und den Werth von a,, aus (27.) 


ein. so erhält man: 
34 ME Mi 5 





« dı; Y nn nn 
or, | Or, or, 





Man kann also immer die Grössen a,,, wo y=2, 3,...2n, durch die Gleichung 


N pr Q .”ı cY 
cY, j cr, Z y 
nn nn 


4 oF, 
7 Er: A) 
Or, Or, OL, Or, 





(28.) %, = 


Bi 
sn 
Ca 
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: nd 7 . * « .. ® 
darstellen, wo die Y’ ganz beliebige Grössen bedeuten. die aber von .r, un- 
abhängig sind; wodurch denn die 2»—1 Grössen 

oY, _eh, 


OL, Or, 
ganz beliebige Werthe darstellen, welche nur von x, frei sind. 

Durch die Gleichungen (27.), (28.) werden alle Gleichungen (26.) er- 
füllt, in welchen zwei Indices 1 und 2 werden, und zwar erfüllt auf die 
allgemeinste Weise. Betrachtet man nun diejenigen Gleichungen (26.). welche 
die Indices «=1, 5=3 oder e=2, %—=3 enthalten, und in denen seh... 
sein kann. Mit Hülfe der Gleichungen (27.), (28.) nehmen diese Gleichungen 


die Gestalt an: 


2 | oY, 07.3 
E.; y| 
a 
O8, er OL, T Or, ) ? 
4 KH, +r) KH+r)N 
re Een TE u ©, 
or, A; Or, or, ) 


Diese Gleichungen werden auf die allgemeinste Weise erfüllt durch die Annahme: 


er. A: a MM, 
dr, == —— _——— - — —- — - . - 
Z Or, or, 02, or, 02, or, 
wobei die Grössen 
rıı 1 rıı 
39 Y, y) ee N 


weder x, noch x, enthalten. 
Indem man auf diese Weise fortschreitet. gelangt man zu der allge- 


meinen Gleichung: 
ET Rue ı vti-ı) n,v ı yı an (t{—1) 
KH) ar Hr) 
2 Dali ör ae Ta 
ur ; I’; 
2n bedeutet, und wo die 
die Grössen 


=” ’ 


in welcher y eine der Zahlen +1, i-+2, 


Grössen Y;, Y, von x. die Grössen Y;, Y, von &,, ®., 


(d—1 —1 . . » » 4 
Y;' ß Y, ' von Cs as ».. 2%; ı frei sind. Man darf daher sofort an Stelle 


dieser Gleichung auch setzen: 
n ı ; n r(i—l) n r ! Pr 4 ' rl 1) 
o(Y, Y. r+PR ) o(F,- Pa De Kr ) 


en nu _. a a 





ad, = a 


da die hinzugefügten Terme bei der Differentiation verschwinden. Setzt man nun 
> , ({—1) 
%=Yrlhte+T , 
so hat man ganz allgemein: 
0X; 0X, 
r Or, or; 





. 


was zu beweisen war. 
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$. 9. 
Ueber emige Folgerungen, welche sich aus der in $.2 abgeleiteten identischen 
(sleichung ableiten lassen, wenn man derselben ihre allgemeinste Form giebt. 
Die Ableitung der identischen Gleichung (19.) giebt zu einer Bemer- 
kung Veranlassung, welche auf den ersten Anblick überraschend scheint. Denn 
man sieht sofort, dass dieselbe identische Gleichung auch noch besteht. wenn 
man statt der a;,, irgend welche Grössen setzt, die nur der Bedingung a,-a,; = V 
genügen, und deren Determinante nicht verschwindet. Man kann sogar diese 
Betrachtung noch dahin verallgemeinern. dass man an Stelle der a; ganz be- 
liebige Grössen Ireten lässt, deren Determinante nicht verschwindet. Bezeichne:! 
man durch D noch ihre Determinante und durch D;, den Differentialquotienten 
derselben nach «,,, so geht mit der Gleichung (19.) nur die wesentliche Ver- 
änderung vor, dass auf der rechten Seite an Stelle der Elemente 
v Kehl»: ef) (PM 
Ye R 0 Kehl (PR 


Kl) eh) V (Fr) 
MO -M 0 

die folgenden Ireten: 
fl eh]. eh] (AA) 
fl fl... fl X 


(fu fil [If PR] er FE TARA (X) 
BE: CH; 
wobei für den Augenblick die Grössen 
Lfis fl» (fi: A), (A, fx). (A, A) 


die Bedeutungen haben: 


FR. . Dur öhi Of 
eh x 43 
[f; ’ fi) mL u _ ur; D Oru OX, i 

















’ re. 
Wen, - TE) 2 k 
(X, fi) -—- TE D Ä; Ö r . 
a 
n D of; . 
» es er uv ı 
\ f; a X ) — E —, D E77 X y* 
£ D., . 
za N 4 4 
(X, X ) — u. D A, A, . 
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= Offenbar verschwindet V dann noch immer für sämmtliche Werthe der «, so- 
hald alle diese Elemente verschwinden. und man hat sonach. da. falls die a 
. - x . « .. D k . . 
oanz beliebige waren. auch die Grössen 7: :b,. ganz beliebie angenommen 
werden können. den Salz: 
Theorem 8. 
bedeuten die (2n) Grössen b, ganz beliebige Funetionen von .,. 
on 2. 02,, Welche der einzigen Bedingung 


BEER OR 0 


u 


genügen, und deren Determinante nicht verschwindet: und kann man ferner 
n Functionen fi. fi» ... f, so bestimmen, dass gleichzeitig den nn 2 
trleichungen 


235,1 RA —(. 


RN u or 
eva | 
or, | 


25,00 


O8, O8, 
(renüge geschieht, so sind immer die Gleichungen 
htm, hast, :.. = Comt. 
ein System von Integralen des Pfaffschen Problems, d. h. es giebt immer 
solche Multiplicatoren F,. F,. ... F,, dass identisch: 
X,dae, + A,.de, + -+A,de,. = Fıdf\ + Fdfy+ + F,df,. 

Dieses Theorem enthält die Gleichungen (15.) als speciellen Fall in 
sich. und scheint sonach eine sehr viel allgemeinere Auflösungsmelhode des 
Pfaffschen Problems in sich zu bergen als die in jenen Gleichungen ent- 
haltene. Ja, da die Anzahl der Gleichungen des vorliegenden Theorems im 
Allgemeinen viel grösser ist als die der Gleichungen (15.),. so würde eine 
andere Bestimmungsweise der b sogar eine leichtere und niedrigere Inte- 
grationen fordernde Methode ergeben. Aber der Werth dieser Bemerkung 
wird sofort durch die andere wieder aufgehoben, dass es höchst wahrschein- 
lich keine andere Bestimmungsweise der b giebt. ausser der in den Formeln 
(15.) enthaltenen, zu welcher man gelangen könnte. ohne schwierige Inte- 
gralionen ausgeführt zu haben, oder selbst ohne vorherige Lösung des Pfaff- 
schen Problems. Denn freilich, wenn man irgend eine Lösung dieses Pro- 
blems kennt, lassen sich derselben gemäss die b noch auf unendlich viele 


ei 
® 

= 
= 
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Arten so bestimmen. dass die Gleichungen des Theorems für das gefundene 
System von Integralen erfüllt werden. Auf der anderen Seite kann man, 
indem man wiederholt Combinationen der Gleichungen des Theorems bildet. 
ähnlich wie in $. 3. welche nur die ersten Differentialquotienten der Functionen 
f enthalten, zu Differentialgleichungen gelangen, denen die Grössen b noth- 
wendig genügen müssen, falls die Gleichungen des Theorems neben einander 
bestehen sollen. Aber es ist durchaus nicht zu vermuthen. dass man im All- 
yemeinen, ohne über die Funclionen X besondere Voraussetzungen zu machen. 
auch nur parlieulare Lösungen dieser Gleichungen auffinden sollte. diejenigen 
ausgenommen, welche den Gleichungen (15.) entsprechen. Damit ist freilich 
nicht ausgeschlossen, dass nicht bei besonderen Annahmen der X solche Syv- 
steme von Grössen b vielleicht gelunden. und damit eine ganz andere Inte- 
oralionsmelhode des Pfaffschen Problems angebahnt werden könnte. welche 


dann allerdines nur aul die betreffenden speciellen Formen anwendbar wäre. 


$. 6. 
Ueber den Multiplicator und das letzte Integral des Pfaffschen Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen. 

In der erwähnten Abhandlung habe ich von dem Nutzen gesprochen. 
welcher von den in $.3. bewiesenen Identitäten für die Integration der Gleichung 
($) = U, 

oder für die Integration des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen: 
da, de... td = ZRRA: ER NG SE 
gezogen werden kann, sobald drei oder selbst nur zwei Integrale dieses Systems 
gefunden sind. Ich werde den dort angegebenen Sätzen bei dieser Gelegenheit 
einige weitere hinzufügen. 
Führt man eine Hülfsveränderliche f so ein, dass das eben angegebene 
System in die Gestalt übergeht: 
29. Bi... = RER A AB A 
so hat Jacobi (dieses Journal Bd. 29, p. 235) gezeigt, dass die allgemeine 
Gleichung des letzten Multiplicators die Gestalt annimmt: 
RÖÄLZERX +nRM = 0, 


al 


oder. nach der im Vorigen angewandten Bezeichnung: 


(30) + nd4(M) = 0 


C 





N EN WR 
Bw RR 


Pe PO 
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Nimmt man an, dass M von den Grössen x,. 25. ... z,, unabhäneie 
sei. so findet sich hieraus der von Jacobi angegebene Multiplicator 
H= ec". 
Wenn man hingegen einen AMultiplicator aufsucht, welcher zwar 
Ki» Zas :-: X, Micht aber £ enthält, so ist derselbe durch die Gleichung 


(M)+nM = 0. 
m In ee ' 
oder auch. indem man mit MN E multiplieirt, durch die Gleichung 


1 1 
(31.) (a) ii 
gegeben. 
Sind nun g, w irgend zwei Functionen. welche die Gleichungen 
)=0, W)=0 
befriedigen. oder sind 
p=Const.,  w= Const. 


irgend zwei von £ freie Integrale des Systems (29.). so hat man in Folge 
der allgemeinen identischen Gleichung 


(g) vl-[W), 9] = (19; v])+Le; W] 
(Ip; v])+ (9; v] =. 


Vergleicht man dies mit (31.), so kann man offenbar immer setzen: 


auch immer: 


1 
(32.) M" — y,v]). M=![y, w] |". 
und man erhält so den Satz: 
Theorem 9. 


Sind p=Const., w= Const. irgend zwei von t freie Integrale des Systems 


de, ” R,, Y 
Feen ae, 


auf welche das Pfaffsche Problem zunächst führt, so ist immer 


euren rt 


R 0x, om, 











ein Multiplicator des Systems. 
Aber der Quotient zweier Multiplicatoren ist immer, einer Constanten 
gleich gesetzt. ein neues Integral. Vergleicht man also den soeben gefun- 
denen Multiplicator mit dem von Jacobi aufgestellten M= e””, so findet sich 


das Integral 
C.e" = (9, y), 
oder 
t—t = log[y, w). 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 2. 23 
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Dieses ist ollenbar das letzte Integral des Systems, von welchem Jacobi 
bereits nachgewiesen hat, dass es nach Aufstellung sämmtlicher Integrale durch ; 
blosse Dillerentiation ermittelt werden könne. Aber hier zeigt sich, dass es 
zur Aufstellung dieses leizten Integrals nur zweier gefundenen bedarf; aus wel- 
chen dasselbe direct gebildet werden kann, während die übrigen nur successive 
aus einander abgeleitet werden können. Uebrigens erhellt der Satz. welchen 
ich in der angeführten Abhandlung bewiesen habe, dass man aus drei Inte- 
gralen alle übrigen leicht ableiten könne, aus der obigen Formel sofort. Denn 
ist z = Const. ein drittes Integral, so wird auch 

"1 = log[g, 2]. 
wo r eine neue Uonstante bedeutet. Durch Elimination von f also folgt 
r—r = log[y, w]—log[y. x] oder 
Ipy] _ — Const., 
el 
was der dort bewiesene Satz ist. 
Man kann nach dem Obigen folgendes Theorem aufstellen: 


Theorem 10. 
Sind y = Const., w — Const. irgend zwei von t unabhängige Integrale 





des Systems de, R; 
a Ä;, 
so ist immer das letzte Integral dieses Systems: 
—t = log|y, vw]. 
welches somit nach Auffindung zweier Integrale unmittelbar angegeben 
werden kann. 


$. 7. 


Hültssatz zur Integration der aufgestellten simultanen partiellen 
Differentialgleichungen. 


Die Auflösung des Pfaffschen Problems lässt sich unmittelbar an die 
Gleichungen (15.) knüpfen, mit Hülfe der beiden die Operationen (y), [y, w] 
betreffenden identischen Gleichungen, welche in $. 3. bewiesen sind. 

Die » Functionen f müssen dem Obigen gemäss folgenden an ai 


Gleichungen genügen: 


()=0, 
PM). If] 0. 
(= ex v, fs» hJ=0, YKshl= 0, 


(= (f.fJ=0. KA =(,... Ih] = 0 





f N 
Be ae R BR, 
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Man wird also die Function f, aus einer Gleichung zu bestimmen haben: die 
Function f, wird sodann zwei simultanen Gleichungen zu genügen haben. 
die Function f, dreien, u. S. w. 

Zur Bestimmung von f, bedarf man demnach eines Integrals von einem 
System von 22—1 gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Die 
Function f; aber führt auf zwei simultane Differentialgleichungen. Eliminir! 


ö i of of 
man aus beiden etwa einmal an, das andere Mal - IE .„ so eelanet man zu 
ur OL, . ı 


zwei simultanen Differentialgleichungen, deren jede nur 2»—1 Veränderliche 
enthält, nach denen differentiirt wird, während immer eine der Veränderlichen 
als constant betrachtet werden kann. Aber jede dieser Dilferentialeleichungen 
wird auch noch erfüllt durch &, = fi; mithin lässt sich, indem man f, als Ver- 
änderliche einführt, jede der Differentialgleichungen auf eine mit nur 2» 2 
Veränderlichen zurückführen. Nach der in der angeführten Abhandlung von 
mir aus einander gesetzten Methode steht zu vermuthen. dass die simultane 
Integration dieser beiden Gleichungen nur die Kenntniss je eines Integrals 
von zwei Systemen von 2»—3 gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung erfordert. 

Ebenso führt die Function f, auf drei simultane partielle Differential- 

gleichungen. Drückt man aus denselben etwa ER ie, ZB durch die 

=,’ 02,’ 08, 

übrigen Differentialquotienten aus, so erhält man drei Gleichungen mit je 2» — 2 
Veränderlichen; und da diese ausserdem noch durch , = fi. , = f; erfüllt 
werden. so lässt sich die Anzahl der Veränderlichen noch in jeder Gleichung 
um zwei erniedrigen. Man hat also drei Gleichungen mit je 2»—4 Ver- 
änderlichen; und nach der angeführten Methode ist zu vermuthen. dass die 
simultane Integration die Kenntniss je eines Integrals von drei Systemen ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen mit je 2”— 4 Veränderlichen verlangt. 

Allgemein führt so die Function f; auf ö simultane Gleichungen mit je 
2n—i-+2 Veränderlichen, deren Integration. wie zu vermuthen ist. durch 
Kenntniss je eines Integrals von i Systemen gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen mit je 2#»—2i-+2 Veränderlichen vermittelt wird. 

Dies Verfahren aber lässt sich noch allgemeiner darstellen, wobei denn 
zugleich das für die Integration anzuwendende Verfahren auf einfache Weise 
hervortritt. Ich werde dasselbe an dem System aus einander setzen, welches 
zur Auffindung der Function f; führt. Dies System besteht aus folgenden 


‘ Gleichungen: 
23” 
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33) = [IAbpl=9 [Ipl=0 ... fi» g]=0. 
An Stelle dieser © Gleichungen werde ich ö andere setzen, welche lineare 
Combinationen derselben sind. Seien zu diesem Ende 2,. (2,. ... 42; ganz 
beliebige Functionen, und bestimmen wir © Differentialausdrücke 
rn Par (Pi 
aus folgenden linearen Gleichungen: 
(9) = Pr) Pe: +++($4)(P): 
| n)= Alt llg) ++ 2 
4) RA) RAN + tl llpı: 


fg] = Ih» Apr li Alp) + tl llp):- 
Setzi man in diesen Gleichungen, bei denen als einzige Eigenschaft der 
Funclionen 2 vorausgesetzt wird, dass die Determinante der Coeffieienten 
auf der rechten Seite nicht verschwinde, g gleich fi, fs, ..., so verschwinden 
die linken Theile und also auch (p),. ($)s» -.. (Y);. Man schliesst daraus. 
dass sämmtlichen Gleichungen 


(39.) (pl) =Ö, = ..: (p); =, 
welche in Folge der Gleichungen (34.) an Stelle der Gleichungen (33.) ge- 
setzt werden können, durch die Lösungen = fi. 9=fh-. :.. = fiı ge- 


nügt wird. 
Setzt man aber in den Gleichungen (34.) g gleich einer der Functionen 
‘2, etwa gleich (2,, so findet sich offenbar aus (34.). dass alle Grössen 


(f)ı» (P). ... verschwinden bis auf (g),, welches gleich 1 wird. Auf diese 
Weise kennt man von jeder der Gleichungen (35.) 2?—2 Lösungen, nämlich von 
(p): — 0 . fı» fa» ug fi 1» 32. 3. u... 2;, 
\% 2 - () a Fa fi» ee fi 1» Si, ih. we 2; 


er A in Pa a An 

Mit welcher dieser Gleichungen man also auch beginnen mag. immer wird 

die Aufsuchung einer neuen Lösung mit der Aufsuchung eines Integrals in 

einem System von 2»—2i-+1 gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung aequivalent sein. 

Zwischen diesen Ausdrücken (g),, (Ph, --. (9); besteht ein sehr ein- 

(acher Zusammenhang, welcher die Methode der simultanen Integration wesent- 





z we Ya 
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lich bedingt. Um diesen Zusammenhang nachzuweisen, sehe ich zu den beiden 
identischen Gleichungen zurück, welche für die Ausdrücke (y). [y, w] bestehen: 

F 7 [ =‘ 

(y) vI-LW), pl = (I v])+lp, w]: 

| LP; vw], xl+ L[w, x» pl +Lix; pl» w| VW. 
In diesen Gleichungen setze ich v=f;, 2=f,, indem k und k zwei ver- 
schiedene Zahlen der Reihe 1, 2, ... @©—1 bedeuten sollen. Die Functionen 
fi, fs genügen den Gleichungen: 
= (A) Is hl=0. 

Daher kann man den obigen identischen Gleichungen für diesen Fall folgende 


Form geben: 
(36 \ (Is yl)+Lhs p]- fi; qp)] (. 
I Ue A)-Us [ip] = 0. 


Führen wir in diesen Gleichungen statt der Operationen (y), |f;. y| aus den 


Gleichungen (34.) die Operationen (4), ein: und zwar soll dies zunächst für 


die durch die inneren Klammern dargestellten Operationen allein geschehen. 
während die durch die äusseren Klammern dargestellten fortbestehen mögen 
Indem man dies ausführt, bemerkt man, dass die linken Theile der Gleichun- 
gen (36.) sich in zwei Theile sondern; indem nämlich für [f,. y] oder (4 
der Werth aus (34.) gesetzt und sodann die äusseren Operationen in den 
Formeln (36.) angewendet werden, entstehen einerseits Glieder. welche von 
der Anwendung der äusseren Operation auf die Coeffieienten (2). I fi. (2 
herrühren, während in den anderen die Operation auf die Factoren (y); an- 
vewandt wird. Alle Glieder der ersten Art enthalten einen der Ausdrücke 
(yp); als Factor; man überzeugt sich aber sofort. dass in den ganzen Aus- 
drücken, in welche die linken Theile der Gleichungen (36.) übergehen. der 
Goeffieient jedes Ausdrucks (y); verschwindet. Denn ein solcher Coefficien! 


ist nichts Anderes, als die linke Seite einer der Gleichungen (36.) selbst, wur 


Da nun die linken Theile der Gleiehunsen | 36.) für 


für p darin 42, gesetzt. 
jede Function g verschwinden, so sind die gedachten Coeffieienten Null: und 
es bleiben also in den aus (36.) entstehenden Relationen nur diejenigen Terme 
übrig, welche von der Anwendung der äusseren Operationen auf die Factoren 


(p), herrühren. Jene Gleichungen werden also jetzt: 


= BZ, Aal) RA) (gı]}: 
= 2, | If; 2 llf ’ (Yhl-Lh; if; \Y a E 
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u ; 
i 

Drückt man nun auch noch die äusseren Operationen mit Hülfe der Gleichun- 3 
ven (34.) durch die PIERRE (y). aus, so erhält man: ; 





0-2; ut fe Saal Ca) fe 2II N)“; 
0 ” >> u fi . 2] fı E) 2)-|I - 2,1[f; 2] N (P)). 
oder auch. indem man der Kürze wegen 
37.) e, = (pP) —-(P)u); 
setzt. durch Vertauschung von 4 mit « in den letzten Gliedern der Doppel- 


summen:! 
h ( ( > 
‚V us z,\fı „sd lt \ En 


0 == Pr SE, 2,][ > 82,1-2; 


’ u bh. U 


38. 


Diesen Gleichungen kann man noch die 2 


un) 8: . 
0 a ($2;) (S2,).2ıu 
hinzufügen. welche identisch erfüllt ist, da z,,=—.x,;. Vergleicht man 


aber diese Gleichung mit der ersten Gleichung (38.). und legt in letzterer 
dem Index # alle möglichen Werthe bei: erinnert man sich ferner. dass die 
aus den Ausdrücken (42,), [ fi. 42,] gebildete Determinante nicht verschwinden 


soll. so findet sich sofort, dass diese Gleichungen das System 


usa) Du 
mit sich führen, in welchem 4 alle Werthe von 1 bis ; erhalten kann. 
Combinirt man hingegen eine der ersien Gleichungen (38.) mit den- 
jenigen aus der zweiten entspringenden Gleichungen. welchen derselbe Werth 
von 4 zukommt. so findet sich. da wieder jene Determinante nicht ver- 


schwinden darf, dass die Gleichungen bestehen müssen : 


40) 0 = Z[f,2].2;,; 


Al 


wo der Index « die Werthe 1. 2, ... © annehmen kann. Schreibt man in- 
zwischen statt (39.): 
ot Z 
0 = 2,(82,).2,,> 


folgt abermals aus der Erwägung. dass die gedachte Determinante nich! 


verschwinden kann. dass 


dass also für jeden Werth von 4 und 


(Pi) as (P)a)- 


Und diese Gleichung enthält folgenden Satz: 
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Theorem 11. 


Sind fi» fa» -- - fi, Functionen, welche den (rleichungen 


M)=-09, (H)=9I [f,h]=0 
42, 


2... 42; ganz beliebige Functionen, welche die 


x TE 34 (gg 


genügen, und 42. 
einzige Eigenschaft A dass die Determinante der Gleichungen 
SEHICDTE: 2) (P)r+ ()(p) = (P). 
f»Ssallplı+ Ifi> 42 lern ä Ih, (pP): = If, Y] 
Is 2](p)ı4 ats pt + Il): = Ih» Pl- 


Kill tk 2) ++ len llp) = If» 9) 
nicht verschwindet, so haben die Differentialoperationen 
(P)ı (P)» w. (P)i> 
welche sich ans vorstehenden Gleichungen ergeben, die Eigenschaft. dass 
die successive Anwendung derselben oder einiger derselben immer dasselb« 
Resultat giebt, welches auch die Reihenfolge der angewandten Operationen 


sein möge, indem immer : 


(pi) — ((e P)lu)i- 
$. 8 


Sımultane Integration irgend eines der Systeme, auf welche nach dem Obigen die 
Lösung des Pfaffschen Problems zurückkommt. 

Mit Hülfe des soeben aufgestellten Theorems erkennt man ohne Weiteres. 

dass die Gleichungen 
=, (Pr=l ... (pi =0 

ein solches simultanes System bilden, wie es Jacobi in der Theorie der par- 
tiellen Dilferentialgleichungen auflösen gelehrt hat; und bei welchem die Auf- 
findung einer gemeinschaftlichen Lösung nur die Kenntniss je eines Integrals 
von ö Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen erfordert, deren eines 
immer, die anderen im Allgemeinen 2» —2i-+2 Veränderliche enthalten. Denn 
ist = Const. etwa ein Integral des Systems. auf welches die Integration 


der Gleichung 


(P)ı = 0 
führt. und welches, da 2(i—1) Integrale desselben. 
heben, Ah=Cml, ... = Comst.. 


2,=Cons.,., 2,=Cons.. ... $;=Const.. 











>.% 


ve 
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bereits bekannt sind. die Stelle eines Systems mit 2/»—i)+2 Veränderlichen 
vertritt. so sind auch 
Gel), = ((P))- eic. 


Integrale desselben Systems, oder es sind 


' „ 


f. f “ f n 
lösungen der Gleichung 
(f )ı _— 0. 
In der That folgt aus der Gleichung des Theorems (11.). wenn man 4 =1. 
«2 setzt. und zugleich berücksichtigt. dass 
(g): on 0 
sein soll. sofort: 
(P))ı =) 
oder 
(p'); — 0: 
sodann. indem man in der Gleichung des Theorems 4’ an die Stelle von y 
setzt. auch: 
(gl, =, oder (p’) = 0, 
u. Ss. W. 
Aus einer Lösung kann man also. blos mit Hülfe der Operation (Y).. 
beliebig viele bilden: ebenso natürlich mit Hülfe der anderen Operationen. 
was oft von Nutzen sein kann. hier aber. um die Darstellung des Integrations- 


verfahrens nicht zu stören, übergangen sein mag. 


Unter den so erhaltenen Lösungen %, g'. g",... der Gleichung (y), = 0 
ist ohne Zweifel eine Lösung 9“, welche sich als eine Function von 
p. pe, fr fs --- fir: as I, ... 42; darstellen lässt, und zwar 


ist u — 2» — %+1, da die Anzahl der unabhängigen Lösungen von (g), = 0 
nur 22 —1 beträgt. 
Man kann nun immer eine Function w von 
4 (u—l) * 
a ea ae er Me ara 
d. h. eine im Vorigen enthaltene Lösung der Gleichung (w), = 0, so bestimmen. 


dass sie zugleich der Gleichung (w) = 0 genügt. Denn denkt man sich 


A vg. p. Er geN, fı» fi ie AR SE. #2. an Qt, 


und führt diese Function in (vw), =0 ein. so erhält man: 








nis TER 
„ob 
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ne ow | ow 
Yvhı=- IT" (g')2- ce (p" u; 
” o g' ui ( gr 1) /- 
© “ © w 
Lt de FR a.‘ 
Ta (fi) | (ft ge — (fir); 
WE op (ON ow, IN u h oYv O‘ 
T 8, ($2,) Di a: 7 > ya (SZ; )2- 
© 4 ww. o8; 2 ae 


Aber nach $. 7. verschwinden die Ausdrücke 


Ale» Per + Sins Sa) (das - - . (Ir. 
und ((,), wird 1. Ferner ist 


mei aeaerr Ne heh  u .. 
so dass die Gleichung (vw); = übergeht in folgende: 
OW OW ( 
A) 0 tg en MI. 
eine Gleichung mit nur «+1, d. h. höchstens 2» —2i-+2 unabhängigen Ver- 
änderlichen. Kennt man eine Lösung dieser Gleichung. d. h. ein Integral des 
entsprechenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen *) mit «+1 oder 
höchstens 2» —2i-+-2 Veränderlichen. so hat man eine Function w. welche 
oleichzeilig den Gleichungen 
(vw), =, (w), = 0 

genügt. 

Wendet man nun die Operation (y), auf die gefundene Function w an. 
so erhält man, ganz wie oben aus g, neue Functionen 


v"=(y), vw"=(w), etc., 


welche wegen der Gleichungen des Theorems (11.) 


((yr);)ı er ((w),);» = 6, (v5). = (v2); = 
((vw);)ı == (v)ı)s =, ((y');) = = = ((W") 2)3 U, 


ebenfalls den Gleichungen 
(vw), =0l, (w,=0 


*) Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass dies System durch die Differential- 
gleichung u" Ordnung 
. u 
2 
ersetzt werden kann, wenn in II die Functionen g', P" ... g“=" respective durch 
dp d’p dp 





ersetzt werden. 


a2,’ daR ae 
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genügen. 
z abgeleitet werden, welche zugleich den Gleichungen 


(2): v. 0, he (2); =0 


Ebenso wie vorhin y aus g, kann also aus w eine neue Function 





senügt, und zu deren Aulfindung man wieder eines Integrals für ein System 


von gewöhnlichen Differentialgleichungen mit höchstens 2» — 2i+-2 Veränder- 


lichen bedarf. 


Fährt man auf diese Weise fort, so erkennt man, dass man schliesslich 


zu einer gemeinsamen Lösung f; sämmtlicher Gleichungen 


(yı=V%, Wh... (p),;=V. 


oder 


9) = Ihe u ee 


sel 


_ 


vewöhnlicher Differentialgleichungen. 


angt; und zwar bedarf man dazu nur je eines Integrals von ; Systemen 
Und von diesen Systemen enthält das 


erste schlechterdings 22 —2i+2 Veränderliche; die anderen aber. deren eni- 


sprechende partielle Differentialgleichungen nach dem Muster von (41.) gebilde! 


werden, können auch eine geringere Anzahl von Veränderlichen enthalten. 


$. 9. 


(rang der Integrationen, welche die allgemeinste Auflösungsmethode des Pfaffschen 


Problems erfordert. 
Hieraus ergiebt sich dann leicht die allgemeinste Methode das 
Problem zu lösen. d. h. dem Differentialausdruck 


X, dx, = A, dr, ee u. A, d.z,, 


die Form 


F,df + F.dfs ++ F,df, 
zu geben; wobei vorausgesetzt wird, dass die Determinante D der 


# X; C X, 
Ei 
OL, Or. 

v 1 


. ’ 4. . > oR . 
nicht verschwinde. Es sei D=R'‘, und Ru==>_-: endlich 
ik 


z 5 Ra yo 


a RT 
w 'k 


R;: Op OW 
R o2. ©&£ R 
1 











-Yy 


>y 
; ‘ 


En 


[py] = 


Pfaffsche 


Grössen 


Erstens suche man eine Function = f;, welche die Gleichung 


(g) = 0 


befriedigt. 
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Zweitens bilde man zwei Ausdrücke (g),. (g),. welche durch die 
Gleichungen 
(49) = (A)(p)ıt (Ar) (pP). 
. pr » i \ ! » / 
fr] = If. A) (pı+ fi, Ar] (pP): 

bestimmt werden. wo A,. A, beliebige Functionen bezeichnen. für welche 
nur die Auflösung dieser Gleichungen nach (Y),. (Y), möglich ist. Man suche 
irgend eine Lösung g der Gleichung (g), =0. welche von den beiden be- 
kannten Lösungen A,. fi verschieden ist. Sodann bilde man die Ausdrücke 


be / Me. % \ 
g=-Y$ pP =(p) 
bis man zu einer Funclion 9°“ gelangt, welche durch g, g’,...y"»”, fi. A 


ausdrückbar ist. so dass 
a iii © SEE u A ER 
wo dann u = 2»n—3. und suche eine Lösung vw — f, der Gleichung 
AR, A. g'+ u ER en. AR? 
oA, op og! oglu—1) 
Drittens bilde man drei Ausdrücke (y),. (Y). (y),;. welche den drei 
Gleichungen { 
9) = BB) + B)p)+B)(p): hg 
sy] = Is Bloı+lh-»Blly)+Lfı> Billy); 
pl = IR» Blp)ı+lh: Bl(p)r+1lf: Bl(p): 
genügen. Darin sind D,. D,. B, abermals beliebige Funetionen, welche nur 
der einen Bedingung genügen. dass die Auflösung der vorliegenden linearen 
Gleichuugen nicht unmöglich sei. Man suche eine beliebige Lösung der Gleichung 
(pl = OÖ, 
welche von den bekannten Lösungen B,, B,. fi. f; verschieden ist. und bilde 


die Funetionen 


« ans u 


ea’ — {N 0" — (ec ) 

me. . 1, Se a 

bis man zu einer Function 9°? gelangt, welche sich durch y. g\. ...y" ". Di 

B,. B,. fi. f; ausdrücken lässt. Ist dann 1 
j 





/ » > Sr 

ur — Ha. re Br Br): N 

so suche man eine Lösung der Gleichung P 
i “ei 

rn 7 r « Re 

Dun » U es; Wen... Er 

= +. tar tet „NM. a 

. . .r fr 

Man bilde sodann die Ausdrücke ie 


=), vo .-- uf 
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bis man zu einem Ausdrucke %®? gelangt, welcher durch w, w, ... wer», 
fi» f£&, P; darstellbar ist. Und hat man dann 


Ai +) Ar, f ‚' (v'—l * * 
= pay... ph BD), 


so suche man eine Lösung %=f, der Gleichung 








umhen 


OB, Sy PTay 





rt, 


Du 2 a | 
D % Eu er „u 
 Oywb—1) 


Die Zahlen v, v sind dabei immer gleich oder kleiner als 2» —5. 
Auf ähnliche Weise sucht man die Functionen fi, fs. -... Endlich. 


um die Function f, zu finden. bildet man » Ausdrücke (y),. (Y)»- -:- ($).: 





welche den Gleichungen genügen: 


W)= MN + MP. ++ (NP); 
f»$y] = If». NP) + If» Rlpır ++ [fi N] (Y).; 
LR» f) ar IR» N] Pıı 7 IR. N] (P) BETA If» N,] P)as 


ı7/ 
| 


5] = (fe My) tl Al(pr+ + lfıs Na] (Pp).: 
wo N. N. ... N, beliebige Functionen sind, welche nur die Auflösung dieser 


linearen Gleichungen gestatten. Man sucht sodann diejenige Lösung der 


Gleichung 
(gp): = U, 

welche ausser den bekannten Lösungen. N,. N;. ... N,, fı» fı- :-- fa-ı- 
noch existirt, und bildet die Function 
y = (Pr 
welche nothwendig sich durch %, N;. 3. ... N,, fi» f- f,_, ausdrücken 
lässt. so dass 

a ehr: fon A An A) 
Hierauf sucht man die Lösung der Gleichung 


CW cv 
a + II.-— = 0: 
bildet alsdann die Function 


welche sich durch w, fi» fas --- far N» Ns» ... N, ausdrücken lässt. 


so dass 


ur’ = EB ren A A): 
Man sucht ferner die Lösung der Gleichung 


En 





N, I ov 
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hildet die Function 


x = (= Ih foßs fs Niy Nas... N, 


u. Ss. W. 
Auf diese Weise gelangt man allmälig zu einer Gleichung 


wo /Z,_, eine Function von %, fi» fr» --- fo» Ni, N, ist. Man sucht die 
Lösung dieser Gleichung, bildet die Function 

Br _.f% N h . . Fr, 

3 rs (), - I,.(%, fı> fa, ... ER N). 


und sucht schliesslich die Lösung ® = f, der Gleichung 


Ow Ow 
—- + Hl, = = 0. 
ON, | = 
Die Operationen sind hiermit abgeschlossen: die gefundenen Functionen f,. 
Constanten gleich gesetzt, geben die Lösungen des Pfaffschen Problems. 
Die geforderte Bestimmung kam wesentlich darauf hinaus, die Fune- 


tionen f so zu wählen, dass den 2» Gleichungen 


X =H 6. (00 F MR... F An 


Ox, or, Ca 

of, ir ( 
ERBE HE 
’. OL, Or, 





EFT. DV. WERT. 
Or, OL, 


durch z» Functionen F gleichzeitig genügt werden kann. Da dies geschehen 
ist. so finden sich die Functionen F ohne Weiteres, indem man irgend « 
dieser Gleichungen zur Bestimmung derselben benutzt. 


Carlruhe. dens 25°" Januar 1861. 











Das Potential eines homogenen rechtwinkligen 
Cylinders. 
(Von Herrn ©. Röthig.) 


N achdem durch die Arbeit des Herrn Grabe, de evlindri et coni 
allraclione. Diss. inaug. Goettingae 1559. eine Methode bekannt seworden. 
die Attractionscomponenten eines elliptischen Cvlinders auf elliptische Integrale 
zurückzuführen. erlaube ich mir im Folgenden eine Form des Potentials eines 
solchen Cylinders herzuleiten. die den Vortheil bietet. dass sie für alle Lagen 
des angezorenen Punktes eilt. und dass ihre Ableitungen die Altractions- 
eomponenten des Cylinders durch ebenfalls für alle Lagen des angezogenen 
Punktes eültige Integale ausdrücken. Diese führt man durch theilweise In- 
tegration in die Form von elliptischen Integralen und nach Jacobischen Methoden 
in die eanonische Form. 

Der Anfangspunkt der Coordinaten liege im Mittelpunkte des Cylinders: 
die Ellipse. welche die Grundfläche desselben bildet. habe die Axen a und b 


und demnach die Gleichune: 


I: ° 
Ya et 


id b° 
Die Axe der = liege in der Axe des Cvlinders. dessen Höhe 2e sei. Der 
Uvlinder ist ein gerader. das Coordinatensystem also rechtwinklig. Man nenne 
noch. enisprechend den x. y. = des Cvlinders. die Coordinaten des ange- 
zogenen Punktes S, 7. I und setze die constante Dichtiekeit der Masse „leich 
der Einheit. 

Denkt man sich nun den Cylinder parallel der ys-Ebene durch Ebenen 
eeschnitten. deren Absiand von einander dr beiraren möge. so wird der 
UCylinder in prismatische Elemente zerlegt. von denen eines. in der Entfernung 
» vom Mittelpunkte. die Seiten dr, 27. 2e hat. Das Potential dieses Elemenies 
in Beziehung auf den Punkt (S,n.{) lässt sich nun aus dem im 58°” Bande 
pe. 249 gegebenen Werthe des Potentials eines Parallelepipedums *) leicht 


auffinden. Man muss nämlich zu diesem Zwecke. wie man sich leicht über- 


x 


Das Potential eines Parallelepipedums ist jedoch schon von Bessel im 27. Bande 
von Zachs monatlicher Correspondenz pag. S2 ohne Beweis mitgetheilt worden. 














ES 
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zeugt, in der dort hergeleiteten Gleichung (3.) dx für a, y für b. ferner 
(e+4dr) für S setzen, und erhält so, wenn man noch den vierten Theil 


S . 


des in Gleichung (9.) a. a. ©. definirten Ausdruckes & hier mit $P bezeichnet. 


für das Potential des betrachteten Cylinderelementes den Werth: 
2.) 3Z2Plade+e(5—c—ıde),y+en,c+e'[]. 
welcher in Folge des Resultates des eilirten Aufsatzes für jede Lage des an- 
vezogenen Punktes den richligen Ausdruck für das Potential liefert. 
Die Summe in (2.) bedeutet, dass man den Grössen &, €, &’ die Werthe 
I beilegen, und die so erhaltenen acht P addiren soll. Giebt man 


+4 und 
-1. und erinneri sieh. dass 5 mil 


daher der Grösse & die Werthe +1 und 
dem ersten Argumente sein Zeichen ändert. so überzeugt man sich leicht. 


dass (2.) übergeht in: 


(3.) 421 P(le—Stda, y+en,c+Eeö)—- Br —S,y+Een,c+eö)! 
und hierin bezieht sich die Summe nur noch auf die Grössen e und e'. Es 


ist aber die Dillerenz unter dem Summenzeichen in (3.) die Ableitung von 


P nach x multiplieirt mit dx; bezeichnet man nun diese Ableitung mit X, so 
erhält (3.) die Form: 
4.) 42X(2—5,y+en,c+e'ü)de, 
ımı 


und dies ist der Ausdruck für das Potential des Cylinderelementes, der 
Folgenden zur Anwendung kommen wird. 
Nach Gleichung (8.) a. a. OÖ. hat X(«, /,y) den Werth: 








1] 

s -r o—D 3, 

X(e,ß,y) = Blog +Yyloe I 2a arete 

(A.\ ) \ 7) "0e-y 0o— TE ” 0 

I.) | ’ | 
0 _— a + Pr, 
ferner ist: 

m. oX oOX ) ) ( X [F) 3 
(9%.) ——- = —2arcelg P7 inet - 
O@ a0 ö on \ e- 7 oY 0 IR 


und der arctg immer zwischen —4rı und +47 zu nehmen. 

Integrirt man nun den Ausdruck (4.) nach x von —a bis +a, so hal 
man über sämmtliche Elemente des Cylinders summirt, und erhält so als Aus- 
druck für das Potential des Cylinders, welches hier und ferner mit P_be- 
zeichnet werden möge, den Werth 


u } ’-+a u | Fr 
6.) 2P= z/ Xx2—8,y+en,c+e'ö)de. 
a 


worin, wie schon oben bemerkt, die Summe bedeutet, dass den Grössen : 


FOR ‘ ” 
* h 
Me NL, 
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IS2 
und &” die Werthe +1 und —1 beigelegt und die so erhaltenen vier Integrale 


addirt werden sollen. 
Wir setzen nun 
2 = A0C0SY 


und also nach (1.) auch 
y = bsing. 





und erhalten dadurch: 


) . wa 


= 
f 
I) 


‚a ”; .. o : [7 
/ sing A(acosg—S,bsing+en,c+ec)dg. 


" geschrieben worden ist. 
Zu diesem Zwecke 


wo e für & 
Es soll jetzt die Summe nach € ausgeführt werden. 
bezeichne das X in (7.) nur mit X(bsing-+en). 
o für die rechte Seite von (T., 


17 


wegen 


m 


» 


man der Kürze 
seine Werthe. und erhält 


az / sing Xlbsing—+n)dy +axf singX(bsing—n)dg. 


setze für &’ 


\ 


Hierin bezieht sich die Summe nur noch auf & 
Selzt man jetzt in dem ersten der beiden vorstehenden Theile 27—y 


so geht. da cosy ungeändert bleibt. sing in —sing übergeht. und 
ändert. dieser erste Theil 


für g. 
\ mit dem zweiten Argumente sein Zeichen 
über in: 
Ir ? a 2 2 
a S/ sing A bsing —n)dg, 
für das Po- 


T 


und eiebt. zu dem zweiten addirt. den schliesslichen Ausdruck 


tential des Cylinders: 
8. 2P 


Es ist also das Potential eines Cylinders die halbe Summe zweier solcher In- 


- 


a z/ sin Y Xa COSG — S, bsin FG —-Nn,cCTE& dg. 


S.' vorkommen. und zwar unterscheiden sich dieselben nuı 
- das andere e- 


darin. dass das eine e—\ - enthält. 
Würde man den Cylinder parallel der rz-Ebene durch Ebenen ge- 


teorale. wie in 


“. \ 


schnitten haben. so hätte man auf ähnliche Weise erhalten: 


Ausdrücke in (S.) und {S°.) sehr 
? 


a mit db, cosg mit sing, S mit 


S", 2P bZE/ cosy A bsing—n. acosy —S, c—e_)dg. 
beiden 


Identität der 
=, 


aber die 
dass man in 


Man sieht 
leicht auch dadurch ein. 
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in 


Te.’ 


verlauscht. was geschehen darf, da es gleichbedeutend ist mit der offenbar 
gestattelen Vertauschung von a mit b, x mit y und & mit 7 in (6.). 

Die Formen (8.) und (8°) des Potentials gelten. wie die Herleitune 
beweist. für alle Lagen des angezogenen Punktes. Auch können sie nach 
der Dirichletschen Methode vollständig verificirt werden. 

Für die Attraclionscomponenten erhält man jetzt mit Hülfe der unter 
(5°.) angegebenen Eigenschaften des Ausdruckes X: 

Aus (8.) 


(bsing—n)(c+#{) 


f Ir | 
(9. 2 — = 2a&/ sing.arelg ande 
) 08 A ai „ (acosp— £)R zZ 
oP Ed R-+(c-+e£) 
(10.) 2—— = -ar/ sing .log-„— — — — dig. 
on 4  _ R—(c-+8&) 
oP FE R--(bsinpg—n 
11.) 2— = aze/ sing .log —- 2 a Au dp, 
! oL J R— (bsng—n 
aus (8“.) 
| op ‚je R-+(c+e£) 
ge -bE/ cos .log — —— —  dg. 
(9°.) o& - Be } (c+8£) / 
5 l 
cP N (acos«e E)(c-+ el) 
(10°.) 23 — = 2% z/ cosy.aretg ———: — — dp, 
on u (bsnpg—n)R 


0 


oP > na R--(acosgp &) 
(11°. a— = BZ ef cos@.log — -—— 2 — do, 
\ ) ob / F ® R— (acosp— &) F: 


R’ = (acosg—$) + (bsing—n)+(c+EeS). 


Jede der Attractionscomponenten ist hiernach durch zwei in ihrer Form ver- 
schiedene Ausdrücke dargestell. Zur Reduction auf elliptische Integrale 
sind nun für die Componenten nach der @-und 4-Axe die Formen (9°.) und 
(10.) am geeignetsten, während es für die dritte Componente gleichgültig ist. 
welchen der beiden Ausdrücke (11.) und (11°) man dazu benutzt. Es ge- 
lingt ferner diese Reduction durch theilweise Integration, und man erhält ver- 


mittelst derselben aus (9“.): 








| op 3 ın (a cos y — &) A sin’ Bun: (b sın P— n) bsın Pcosgy dp 
(12.) DE Ks bE(c+eL)/ (acosp _— + (bsing _ 7)" R , 
S v0 
aus (10.) 








13.) (acosp — E)’+ (bsin An n)' E ii 


oP oe, f - (bsing— nm)beos’p —(acosp—Hasingpcosp dy 
Fu az(c+ ef lekted - 
0 


und endlich nach einigen leicht bemerkbaren Reductionen: 
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er oP of ecos’gdp 
14. — = ab2t 
oL R 
() 
rs af (acospg—Hlbsing—n)singcosg dep | 
w (acosp — &) —+(c+8) R 
aus (1 1.3 
2 oP o. f  sin’pdg 
14°.) — = abe - 
o& e R 
ı ef" (acosp 5) (bsing—n)singcosg dep 
4 bsng—n) +(c+ei) R 


In diesen Gleichungen sind die Altractionscomponenten durch elliptische In- 
tegrale ausgedrückt, welche jedoch noch nicht die canonische Form haben. 
Für den Fall eines Kreiseylinders gelingt es leicht. die Wurzel in die 
canonische Form zu bringen. 

Ist nämlich b=a, also der Cylinder ein kreisförmiger, so darf unbe- 
schadet der Allgemeinheit 7 —=0 gesetzt werden. Dann wird in den vor- 
stehenden Gleichungen 

R = «+5°+(c+eü)’—2ascosg. 
Schreibt man nun überall 7—2y für g. so gehen die Grenzen der Integrale 
der Gleichungen (12.) bis (14°) über in —4r bis +47, während 

R’ = (a+F)+(c+e{)’—4assin’gy 
wird. Setzt man endlich: 


(<<), 





so hat jetzt die Wurzel in den Integralen der Gleichungen (12.) bis (14°.) 
die canonische Form, und der Modul dieser Integrale ist %; sie sind ferner 
vollständige elliptische Integrale. da zwischen den Grenzen —!z und +1!n 
integrirt wird. 

Für die weitere Untersuchung des Potentiales selbst. ist zunächst zu 
bemerken. dass P eine homogene Function zweiten Grades der Grössen 
a,b, e, S, n, Z ist. Denn X ist homogen ersten Grades in Bezug auf diese 
Grössen, wie in dem eitirten Aufsatze bewiesen worden. also P homogen 
zweiten Grades wegen der Factoren a respective 5 vor den Integralen in 


(S.) und (8°). Desshalb gilt die Gleichung: 
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7 .. » oP Mr } 
Nun erhält man offenbar 7, aus ——. indem man in den Ausdrücken der 
| O8 


letzteren Grösse den Factor & auslässt, also können die vier letzten Summanden 
auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung durch elliptische Integrale 
ausgedrückt werden. Anders verhält sich die Summe der beiden ersten 
Summanden. 

Aus (8°) folgt nämlich: 


ie u jog "+ (e1 
/ = cos ylog „———— 2 
oa Pr. n (C-+8£) 





und aus (8.) 
PR: u e el 
2 — = azf sin plogt = - 5 49 


ch - £ ) 
also erhält man: 
oP oP R- -(t 
a— +b -— lab2 "log: ( 
ca ob . R-- -eL‘ 2 dy 


Nun ist 


wo 
+(bsing —n)’+(3—£)", 


Ra 


R, = (acosp— 


„pP ‚pP e / lz 
et ne == uf # Te 
oa 7 


Führt man hier zunächst die Integration nach % aus, so erhält man. wie noch 
deutlicher aus der folgenden Bemerkung des Herrn Olebseh folgt. ein einziges 


also: 





vollständiges Integral erster Gattung, dessen Modul von z abhängig ist. und 
dieses ist, wie die vorstehende Gleichung zeigt. noch zwischen den Grenzen 
ce und +e zu integriren. Der allgemeine Ausdruck des Potentials des 
Cylinders enthält also ausser dem vorstehenden Integrale nur noch elliptische. 
Die Reduction der Integrale (12.),. (13.). (14.) für den allgemeinen 


Fall in die canonische Form ist schon von Gauss in der determinatio al- 


traclionis ete., comment. Goetling. Band IV, pag. 21 und von Jacobi an ver- 
schiedenen Stellen dieses Journals Band 2 pag. 234. Band S pag. 253 und 
pag. 321, Band 12 pag. 1 behandelt worden. Auch lassen sich, wie aus 
Band8 $.21 pag. 334 erhellt, sämmtliche auf die Reduction der Wurzel be- 
zügliche Formeln aus den von Jacobi gegebenen Gleichungen (67.) und 











ge 
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Band S pag. 329 unmittelbar abschreiben. Ich verweise jedoch wegen dieser 
die nachstehende Bemerkung des Herrn Clebsch, welche in über- 


Fragen auf 
und kürzerer Weise zu den Endformeln gelangt, als die Jacobische 


sichtlicherer 
Abhandlung. 

Nach diesen Bemerkungen beschränkt sich also die vollständige Tren- 
nung der Integrale in den Gleichungen (12.), (13.). (14.) in die drei Gat- 
tungen auf die rein algebraische Behandlung der in sing und cosy rationalen 
Brüche unter den Integralzeichen, welche ich hier nicht weiter verfolgen will. 

Was endlich noch die Frage betrifft. ob die entwickelten Formen der 
Attractionscomponenten wirklich für alle Lagen des angezogenen Punktes gel- 
en. so zeigt eine leichte Untersuchung der Function X in (8.) und (8°.). dass 
dieselbe für alle Werthe der Argumente endlich und stetige bleibt. Die Dif- 
ferentialionen nach $, 7, T unter den Integralzeichen in (8.) und (S%.) sind 
daher ohne alle Einschränkung erlaubt, und die dadurch erhaltenen Gleichun- 
bis (11°.) gelten also für alle Lagen des angezogenen Punktes. 


ven (9. 


Berlin. April 1561. 
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Bemerkung zu der vorstehenden Abhandlung. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Üarlsruhe.) 


Zur Reduction der elliptischen Integrale, welche in dem obigen Aul- 
satze auftreten, kann man sich passend der Methode Jacobis bedienen. welche 
eine solche Reduction auf die gleichzeitige Verwandlung zweier homogenen 
Funetionen zweiter Ordnung in Aggregate von Quadraten zurückführt. 

Setzt man in dem Differentialausdrucke 

Bi „al 1 ln ETIRENN 
Ylacosp — &)’+(bsing — 7)’ --y’ 


Dee * £) .. Hr T, . . . 
für cosgy, sing die Ausdrücke —, —, so bezeichnen x. x,. x, drei Ver- 
2," 2 j 





änderliche. zwischen denen die Gleichung 


7 ! 2 - re” 0 
besteht, und es wird 
x, de, — x, dx 
( | “ dJ _— enlisteibien ne 1 ‚ 
zT. vf 


wo f die homogene Function zweiter Ordnung 
2.) f= (am -S$a) + lb; ne)’ +y’r 
bedeutet. Es seien nun y, y’, y' neue Veränderliche, welche mit den x dureh 


die linearen Beziehungen 


Ei 
jr = a y +a'y"—oy, 
(3.) x = my +ay' —aY, 
MR = my ty —rY 


verbunden sind. Man kann dann bekanntlich die Coeffiecienten « immer so 


bestimmen, dass 


ı? -. 


(4) aitn-ı = y"4y”—y, 
während zugleich f die Form 
5) fahr 
annimmt, wobei die 4 reelle Zahlen bedeuten. 
Führt man die Ausdrücke (3.) in (4.) ein, und vergleicht die Coef- 
licienten auf beiden Seiten, so erhält man: 


, 2 2 2 ! ! / ! 
0 +0; ed’ = —1, 0,0, 060, — da" —=O. 
2 : ! Zi ! 
(6.) ar +0 —a” = 1, tm. —a'a —=0, 
Eh 1 . ’ 
4 + — a" =1, 4 +; — ad —O. 
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Band S pag. 329 unmittelbar abschreiben. Ich verweise jedoch wegen dieser 
Fragen auf die nachstehende Bemerkung des Herrn Clebsch, welche in über- 
sichtlicherer und kürzerer Weise zu den Endformeln gelangt, als die Jacobische 
Abhandlung. 

Nach diesen Bemerkungen beschränkt sich also die vollständige Tren- 
nung der Integrale in den Gleichungen (12.), (13.), (14.) in die drei Gal- 
tungen auf die rein algebraische Behandlung der in sing und cos rationalen 
Brüche unter den Integralzeichen, welche ich hier nicht weiter verfolgen will. 

Was endlich noch die Frage betrifft, ob die entwickelten Formen der 
Attractionscomponenten wirklich für alle Lagen des angezogenen Punktes gel- 
Ien. so zeigt eine leichte Untersuchung der Function X in (8.) und (8°.). dass 
dieselbe für alle Werthe der Argumente endlich und stetig bleibt. Die Dif- 
ferentialionen nach 5, », © unter den Integralzeichen in (8.) und (8°) sind 
daher ohne alle Einschränkung erlaubt, und die dadurch erhaltenen Gleichun- 
ven (9.) bis (11°.) gelten also für alle Lagen des angezogenen Punktes. 


Berlin. April 1861. 












Bemerkung zu der vorstehenden Abhandlung. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Üarlsruhe.) 


Zur Reduction der elliptischen Integrale, welche in dem obieen Aul- 
satze auftreten, kann man sich passend der Methode Jacobis bedienen. welche 
eine solche Reduction auf die gleichzeitige Verwandlung zweier homogenen 
Functionen zweiter Ordnung in Aggregate von Quadraten zurückführ! 

Setzt man in dem Differentialausdrucke 


dJ — nn mn 


Y(acosp —&)’ bsing 7) -+y 


Deo se . ‚ .. x D 6} . r 
für cosg, sinp die Ausdrücke —, 50 bezeichnen x, x,. x, drei Ver- 
L h 


änderliche,. zwischen denen die Gleichung 
+2 —-z = 0 
besteht, und es wird 


2, dx x de, 


1) dj = Aa, 


wo f die homogene Function zweiter Ordnung 
2.) f = (an -Sa) + (be, ne)’ +yr 
bedeutet. Es seien nun y, y’, y" neue Veränderliche, le mit den x durch 


die linearen Beziehungen 
| j* u 2; De — 14, 
(3.) co = amy+tay —ay, 
u = 0 to y" (5 Y 
verbunden sind. Man kann dann bekanntlich die Coefficienten « immer so 


bestimmen, dass 
A) dt = yry"y, 


während zugleich f die Form 
5) = Ay Hay? ig 
annimmt, wobei die 4 reelle Zahlen bedeuten. 
Führt man die Ausdrücke (3.) in (4.) ein, und vergleicht die Coel- 
licienten auf beiden Seiten, so erhält man: 


, 2 2 2 ! l ! PR, 
a + —e’ = —1, 3, +9, -aa —=(. 


(6.) a, Ba re + ,—a'a =0, 


f 


2 / / ! ' 
+ — a" el, 0, + — ad —O. 
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Mit Hülfe dieser Gleichungen giebt die Auflösung des Systems (3.): 
yamsatm—OT, 
y = m +; —eo'z, 
„ 2 ! A „ 
y= u tm —a E. 
Nach der gewöhnlichen Methode hätte man diese Auflösungen durch die De- 


terminante 
a, 


und deren Differentialquotienten ausgedrückt erhalten. Aber multiplieirt man 7 mil 


02 | 
| 
| 


u. 
or, 
so kommt nach (6.) #=1,. 4= +1. Da inzwischen der Natur der Aufgabe 
nach nichts geändert wird. wenn man einige der y und zugleich die ent- 
sprechenden Üoeffieienten «& ihr Zeichen ändern lässt, so kann man es immer 
so einrichten. dass /—=-+1; ich füge auch noch die immer erfüllbare Bedin- 
sung hinzu. dass @e >. 
Ist 7= +1. so giebt die Vergleichung beider Auflösungsarten des 
Systems (3.): 
04 


! . 


in Folee dieser Gleichunsen hat man 


' A „ 4 4 2 
ıay+ay —ay ady-—a,dy —a,dy 
de: — de, = | 


I; / 4 JE „ | 
my try —any mdy+ndy —andy 


ss Zu I f f l ! | j [7 
ı yıy ® ı%, 4, IE y|ı a %)|Yy y 


ec. dy dy' ie © ||dy' dy"| a dy’ dy' 


7 


— | 


dy 


dy 
dy" | 
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Aber der Gleichung (4.) wegen sind die y an einander gebunden durch die 
Gleichung: 
y"+y"”-y’ = 0; 
man kann also immer einen Winkel w so bestimmen, dass 
y=yecosvw,  y'=ysinw. 
Dies eingeführt, hat man 
7) md — de = y(lay—a'y —a”y") dw ey dıy 
Man erhält daher aus (1.) den transformirten Differentialausdruck 


Hyd ” dw 


\ dJ = ——— =—- = — m . 
g\ | yary? + Aryr —iy® yA—Ay1 — ksin’w 
( .) A . ar 
hk -—— . 


Po 


Nimmt man hier > ,'">>4, so erfüllt diese Form alle nöthigen Bedingun- 


sen; der Factor y#'—4 ist reell,. und 4° positiv und kleiner als 1. Schreib! 
man (7.) noch in der Form 

ydy = — zdy 
oder 

dv = dp(a— a,c08y—- sing). 


und bemerkt. dass @ positiv sein sollte, sowie dass nach (6) «@ > a, +@:. 


so zeigt sich, dass der Factor @—«,cosp— @,sing immer 
Man muss sonach. die Quadratwurzeln als 


posiliv ıst, dass 


also w mit gleichzeitig wächst. 
in (8.) das untere Zeichen wählen, und schreiben: 


"Sg" PARERIEREINR... 
Yr— yi—k' he sin’ [7 


Was die Grenzen betrifft. so sind dieselben in den Integralen, auf welche 
die vorstehende Abhandlung führt, O und 27. Da inzwischen siny, cosy 
mit sin, cos linear zusammenhängt, und mit g stets wächst, so durch- 
läuft » die ganze Peripherie, während g dieselbe durchläuft, und zwar in 
gleichem Sinne; und da endlich der Anfangspunkt des Umlaufs offenbar gleich- 
gültig ist, so kann man auch als die neuen Grenzen O und 27 betrachten. 

So bleibt nur die numerische Bestimmung der 4 und « übrig. Dille- 


rentiirt man (5.) nach x, x,, x, und setzt dann immer eines der y gleich 1. 
so erhält man das fol- 


positiv vorausgeselzl. 


während man die beiden anderen verschwinden lässt, 
gende System, in welchem i die Werthe 0, 1, 2 annehmen kann: 


— 0, ) b(b a) _na®) = AV ad, 
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Die beiden ersten Gleichungen geben: 


n aga) 
a‘ BEER — Pen 
ut a — AU) 
(10.) ri 
. ) 1 
ie 10 ° 


der eubischen Gleichung 








£2 : 

\ ben) f N 
(11.) =—— EEE. ER A AB 
r 0 —a 2 





a Br : 
er» Br 


ist. und welche durch den Punkt £, 7. y gehen. Von diesen liegt bekanntlich. 
wenn man, was ein für alle Mal geschehen soll. « > b annimmt, 4 zwischen 
@ und 5b’. 4” zwischen 5b’ und O0, A zwischen O und —x. 


-') 


Führt man die drei Wurzeln 4 ein. so drücken sich <, 7. y° durch 


dieselben aus mit Hülfe der Gleichungen: 


tw 


a — Aa’ — N.a’— A" 








er = —— a —. 
2 ei 
n PA 

y = - nn 
. BB 

Az jyr 
BP ae einge 

ab’ 


Da nun die identische Gleichung stattfindet: 








a—N.a— N b’—W.b’— 4 KND—N" 
ae—b’.—ı  b’—a’r.b’—4 14 a—4.b’— 


so giebt die Einführung dieser Werthe in (10.), und der Werthe (10.) in 


\ 


6.) für «©. e’,. @”’ die Ausdrücke: 





’@—i.b—iA 
a = Va: 

| re mer 
I @-EP-7 
> A” 





ww) 34 | 


BEN = 
[64 — / —— - ——® 
\ | IM — AA 





Diese Ausdrücke sind, den oben über die 4 gemachten Voraussetzungen ge- 
mäss,. sämmtlich reell. Ich nehme sie auch positiv an; dann ist 
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4 | 
ie A | a4 Bi | 
| Z | rn" | 1 | 
ru ie, 0, 6, = 00a 0 .sn.ab | i SE | 
| | | a’— 4 b’—4 | 
Oo On 0% | | | 
2 2 ? | ' 1 


a’ — 4" D— Ar | 
(a —b)ab.aaa". En. A— WM — a At—1 
— VW ID_NV Da 
ebenfalls positiv. sobald man die Vorstellung hinzufüst. welehe immer erlaubt 
ist. dass 5, n positiv seien. Die oben geforderten Zeichenbedinseuneen sind 
daher sämmtlich erfüllt, und ich gebe nur noch die Transformationsformeln 
selbst an, in welchen die Buchstaben o, «, «" an Stelle ihrer Ausdrücke (12.) 


oeblieben sind: 




















a'cosw  a"sinwy a agcosp , bnsing 
„aM aM" ad a u | 
cosy = as ; — —, Cc08Y = —  ———— — 
@ Cc0sYw-- a'sıny — « a ascosp , bnsing ' 
43 a—ı b—A 
| Js » “ . 
(6) acosy a'sımy a agcosp , bnsing 
si PER 2. BR. nn. SE Ka, ur Fr 
ng = br — 0 sınvz= —. — FE Ben 
4 ’ «' c08 v—+ «'"sın Vv—ıa @ ASCOSp | bnsın f 


a”- 2 A bh‘ fi 





Diese Resultate erfordern eine leichte Modification. wenn b=a. Dann 


#1 


ist auch 4 =a°’, und man darf zugleich „—0 setzen. Es werden A, 4 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 





A A 
= Sr 


und zwar liegt A’ zwischen O und a’, A zwischen O und —x. Die Glei- 
chungen (12.) geben: 





ea — FA ! 7 a’ — PM 
a = _7? 10 4 a = zu 
aus (10.) aber erhält man ferner: 
aca er „ae 
ge > A kn u er FE 
1,2) Ba 0. 0; == —1, 05 _— 0. 
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Das Vorzeichen von «, ergiebt sich aus der Bemerkung, dass «, überhaup! 
dem Vorhergehenden nach immer negativ sein muss. Drückt man noch 
durch A, 4” aus, so wird 


a—A.a— 4 





ee Br 
und 
a — A" e—) 
re an En = 


so dass die Substitutionsformeln, wenn man den Modul 





Jain ze 
i k — I —— 


1 u 2 BER 





einführt, die einfache Gestalt annehmen: 





k — sın y k, sin 
COSq = TUR COS ıl — — 
\ f 1 — ksın w Ä 1 Bu cos 
A\ 
er s: .  R,cosy . __ K— 60359 
sıng = — — Bu ze ent 
1 Em rn 1 —kcosg 


Der Modul endlich. ausgedrückt in den ursprünelich sevebenen Grössen. ist: 
e lee) = Bu =) ' 








15) R= ee md NET ’— a)’ +4y'a 


2 | y’ 2\2 er Di 
+r’+a’+YE+r’— a’)’+4y’a 


"m 














Diese Substitutionen und dieser Modul sind allerdings nicht diejenigen, welche 
Herr Aöthig für diesen Fall angegeben hal, aber sie hängen mit jenen auf 
die einfachste Weise zusammen, nämlich durch die Transformation von Landen. 
Setzt man in dem gegebenen Differentialausdruck: 


du = er. —— 
Vlacosp— E)’-H- a’sin’g+ 


y = 1850" —2v, so wird direct: 

















en 2 dv en nn 
Y(a+&)’+y’.y1— u’sin’o 
wo 
Bu 4a& 
HT Garn rr 


was die Formel von Herrn Röthig ist. Setzt man auch in (14.) p = 180’—2e. 
so erhält man 





= 2k'sinv cos® j 1+ k) cos’ — (l—k)sin’v 
(16.) cosy = _ Ur) (—k)s 











A+MesotA Dino NY ALMeoso LA-—hsine 


Dies sind die Formeln der ZLandenschen Substitution. und man weiss. dass in 












































Y 
Clebsch, Bemerkung zu der vorstehenden Abhandlung. 195 














4 i 
2 Folge dessen 
A R 2 dr 
} 1— k’sin® 27 I1+%k yı- w’sin’v 
wo 
IE 4k 
"na 
genau die oben diesem Buchstaben beigelegte Bedeutung hat. Aus (9.) ereieb! 
sich daher: 
1 d 
dJ — ——> 4 ne edv 
ya’—ı yi—k:, sin’ A-+ ) ) ya? ng 1— u’sin’r 
was, da (1+A)ya’—4 —= Y(a+8)° Hy’, mit der obigen Formel genau über- . 
einstimmt. 

Wendet man auf die allgemeine Transformationsformel die Landensche 
Substitution an, d. h. setzt man die Werthe (16.) in die Formeln (13.) ein. 
so erhält man 

2 Iv 
dJ = — ——— en  . 
yX—A.(1+%k) yl—u’sin’v 
wo 
aya—ia".N- 
u = — EEE 


V-AAL2YW- 3 (A) 
Diese Formeln haben gewisse Vorzüge; denn bezeichnet man mit F(z) die 
Function 


F(2) = 4—2.4 —2.4'—2 


[4 


= 5(b"’—2)3+n (®—-2)3—-Y (@—-23)(b®’—3)—-3(@—-2)(b’—2), 
so kann man die obigen Gleichungen auch schreiben : 
us dv 
dJ — mem. Te 
VAN + FG VI—w’sin’r 

Rn 8] id 

| F"(#) +4y—F' (2) 
so dass Alles durch eine Wurzel der cubischen Gleichung ausgedrückt ist. 
Bemerkt man übrigens, dass der gegebene Differentialausdruck durch die Sub- 











- 


Br . f e ’ en dz . . 
stitulion 2 = Ig-- die algebraische Form —, annimmt, sowie, dass 


yvZ 
( sin « 
to F —— . F 
. 1-+- cos 
“ / 
(®,+e,)(1+k)cos’v +2%,e, sinv cosv + (@,—a,)(1—k)sin’v 





 (e to" +a +a (1 -+-k)cos’o Th (@ Ew )sinvcoso+ (a —a"- a —a,)(1— k)sin’r 
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sich nach dem Obigen als Quotienten zweier homogenen Functionen zweiter 
Ordnung von sine, cos® darstellt. so sieht man, dass der directe Zusammen- 


-_ 


. y . . . » . dz 
hang dieser Transformationen in der Aufgabe liegt, das Integral 7z durch 
J « } f, 


die Substitution zweiter Ordnung 





p+qu-+ru 


pP +qu-+ ru’ 
1 m du . 2 
auf die Gestalt — — — zurückzuführen, welche letztere durch die 
rw ylras 
Substitution #—=tee gerade die oben erhaltene Form annimmt. 


Garlsruhe. October 1861. 
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Ueber dıe Reflexion an einer Kugelfläche. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 


Obgleich das Problem der Reflexion von Lichtstrahlen an einer ve- 
gebenen Fläche längst die Aufmerksamkeit der Geometer in vielfacher Hinsich! 
auf sich gezogen hat, so ist doch niemals der Versuch gemacht worden. aus 
den Bewegungsgleichungen selbst die Gesetze dieser Erscheinungen zu de- 
dueiren. und so theorelisch eine sichere Basis für Untersuchungen dieser Arı 
zu gewinnen. Der einzige Fall, den man betrachtete, war der einer unendlich 
ausgedehnten brechenden Ebene. auf welche ebene Wellen fallen; und so 
kam es, dass die geometrischen Sätze der Dioptrik und Katoptrik mit dem. 
was man heute eigentlich Optik zu nennen gewohnt ist. nur durch einige 
Betrachtungen der Enveloppentheorie lose und gewaltsam verknüpft sind. 

In dem Folgenden ist ein Versuch gemacht, in dem einfachen Falle einer 
refleclirenden Kugel die rellectirten Bewegungen aus den Gleichungen für die 
Oscillationen eines elastischen Mediums abzuleiten. Mit Hülfe der Theorie der 
Kugelfunctionen kann man diese Aufgabe allgemein lösen, sobald man sich 
nur über die Grenzbedingungen. durch welche die Rellexion zu Stande kommt. 
bestimmte Vorstellungen bildet. Es ist dies bekanntlich ein Punkt, über den 
weder die Theorie noch die Erfahrung bisher genügenden Aufschluss zu geben 
vermocht hat. Um so mehr wird man es gerechtfertigt finden, wenn im Fol- 
senden die möglichst einfache Hypothese benutzt ist, dass nämlich die Kugel 
vollständig reflectire, und dass, bei Abwesenheit gebrochener Wellen, die ein- 
[allenden und die refleclirenden Bewegungen an der Oberfläche der Kugel 
sich in ihrer Summe genau aufheben. Die Lösung des Problems erforder! 
dann wesentlich nur die Lösung des auch rein mathematisch interessanten Pro- 
blems,. den Differentialquotienten einer Function von x, y, 3 nach einer dieser 
Veränderlichen in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe zu ent- 
wickeln, wenn die entsprechende Reihe für die Function selbst bekannt ist. 
Die Lösung erfolgt einfach und symmetrisch, wenn man sich statt der Kugel- 
[unetionen der entsprechenden homogenen Funetionen »"" Ordnung bedient, 
deren Untersuchung von Euler herrührt, und auf welche ich an einem anderen 


Orte hingewiesen habe. 


VD 
a 
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Die Resultate der ganzen Untersuchung sind sehr verwickelt, und 
namentlich für den in der Optik wichtigen Fall einer sehr kleinen Wellen- 
länge scheint es sehr schwer dieselben einfach in passender Form darzustellen. 
Der entgegengeselzte Fall eines gegen die Wellenlänge sehr kleinen Radius 
der reflectirenden Kugel ist dagegen für eine Annäherung sehr geeignet, und 
man findet eine genauere Discussion dieses Falles am Ende der Abhandlung. 





$. 1. 
Zurückführung der Gleichungen der Elasticität auf getrennte partielle Differential- 
gleichungen. 
Die Gleichungen, von denen die kleinen Bewegungen eines uncrvstal- 
linischen Mittels abhängen, sind bekanntlich, wenn «, e, © die Componenten 
der Verschiebung eines Theilchens ausdrücken, von der Form: 











o’u r „009 REN 
we a—b' ; + b’A4° 
ot ) dr ” 
4 ) 6’ u u 
\ 1 .) \ „- = (a’ a b’) Pan 1 b’ A \ ", 
| ot oy 
m N 
oo = ) voG ) 7 
ne 
ot \ 03 | ® 


Dabei bezeichnet © die Verbindung 


ou , co _cw 
(?.) = 3 Ts 


oz  0y 03 





und .7° stellt, nach Lame, die Operation dar: 




















e Z di 
. 2 op, 0%Y 6) 
3. ISy= -— tr rt 
) F Or | oy u”, 
Es ist bekannt, dass in Folge dieser Gleichungen © der partiellen Differential- 
eleichung 
2 
© 2. 
——- = @4°0 
ol 
genügt, und dass die drei Ausdrücke 
cv  cw cw ou ou ov 
02 0y’ Or 0% ’ oy  o©x 
Lösungen der Gleichung 
o’g 2 q2 
 =b6dIy 








cl 


- 


1S 


d 


u 
ee 
Br 
a 
Bi 
Bi 





Clebsch, über die Reflexion an einer Kugelfläche. 197 


sind. wie dies z. B. Herr Stokes in seiner Abhandlung über die Beugung 
(Cambridge Transactions, vol. IX, p. 12) benutzt hat. Aber während so sich 
gewisse Combinationen der Differentialquotienten von x, ve. w als Lösungen 
einfacher partieller Differentialgleichungen darstellen. scheint es vielmehr um- 
vekehrt wünschenswerth und wird erst dadurch in Wahrheit eine Reduetion 
der Gleichungen (1.) bewerkstelligt. dass man #, ®. :» selbst aus den Dif- 
ferentialquotienten neuer Funetionen zusammenselze, die ihrerseits jenen ein- 
[achen Differentialgleichungen genügen. Denn nur in einem solehen Fall kann 
man behaupten. dass die neuen Gleichungen wirklich die Gleichungen (1. 


ersetzen. Zu einer solchen Reduction aber gelangt man durch folgende Be- 


trachtung. 
Man kann immer setzen: 

Br 5 
u= — +u, 

\ or 
u / oP 
4) \e= —+e, 

\ F oy 
Je 
eo = —-+tm, 

x O% 


und dann. da vier unbestimmte Functionen an die Stelle von dreien getreten 


sind. die Bedingung hinzufügen: 


ou or , 0% 
ii od. 


- \ 
} \ 





Be 02 ° 0y 0% 
Die Gleichungen (4.). (5.) lassen sich in der That immer zusammen erfüllen. 
welches auch die Werthe der Funclionen «, ©, w sein mögen; und zwar auf 
unendlich viel Weisen. indem für P jede Lösung der Differentialgleichung. 
welche sich durch Elimination der «, ©’, w' ergiebt. 
3’P => 0 


voesetzt werden kann: während freilich. nachdem über P_ verfürt worden. 


, ve, w' völlig bestimmt sind. 
Die Gleichungen (1.) gehen hierdurch ‚über in: 








ih 0 
o’u ’ oRB 
| a = D’IW — —. 
» | o’v' PR o8 
6.) = b’ 4’ u 
© 
a r) 
o’w A 02 
| — = W’ 4’ wW—- —. 
ol 0% 


27 * 
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wo “2 die Bedeutung hat: 


7) 2= -daPp, 


O 





Diese Function ist, wie man leicht sieht, indem man die Gleichungen (6.) mil 

Rücksicht auf (5.) differentiirt, eine Lösung der Gleichung ’ 
2=0. 

Aber wie auch den Werthen der a, v, w gemäss die Functionen P, 

‚„ w zu bestimmen sein mögen, immer kann man zu denselben, ohne die 

Werthe von a, v, w zu verändern, solche Functionen Q, «", o", ww" respective 
addiren, welche den Gleichungen genügen: 






' 4 
u, ® 











o0 N 2 

u an > 0. 

do 

0 " 

—- — 0 

oy ' 

6, 

2 +0" =. 

03 
ou" . ov" ow" r 
O2 oy + 0% “ 


Man kann daher, wegen der letzten Gleichung, Q immer so bestimmen, dass 


i guis ‘2; und da die Ausdrücke Su", Seo" 
© 


schwinden, dann an Stelle von (6.) folgende Gleichungen setzen: 


o’ (u + u) 


„KSw" offenbar ebenfalls ver- 











2 92 /,., 7 
ot: b I (u ru )» 
(vv r 
ie ) ae Av +0v"), 
o’(w' + w" on 


während die », ©, » die Formen annehmen: 


o(P 
= SUR. +u+u”, 


ee SPD 0) Be 
oy 
vo — an ++", 


- 





während endlich aus der Gleichung (7.) sich noch ergiebt: 


8 
o(P+0) 242 
a —= I°(P+PQ). 
ot 
Setzt man nun wieder die Buchstaben P, «', v', w' an Stelle von P+0, + u". 
2? +ov", w'+w", so hat man offenbar den Satz bewiesen, dass die Gleichun- 
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sen (4.). (9.) zusammen auch dann noch die allgemeinste Lösune der Gleichun- 
”. ar ip h} } « ” P ' ' 4 . . \ . 
gen (1.) repräsenliren, wenn darin «, ©’, w' beliebige Lösungen der Gleichung 


| oO’ u. 
(8.) —— = b’4' 
en ot P> 
P eine beliebige Lösung der Gleichung 
or a ah 
(9.) . —= a I w 


bedeutel. Aber die drei ersten Lösungen sind durch die Bedineune /5.) noch 
verbunden. Um diese zu umgehen, selze man 


u D6 > vr . 
oO 0% 
ol oN 
N” — —_— — 
0% OX 
’ oV ol 
= ————, 
OX ol 


und lasse dann U, V, W abermals Lösungen der Gleichung (8.) bedeuten. 
Dann erhält man folgenden Satz: 
Satz 1. 


Die allgemeinsten Lösungen der Gleichungen 























o’u . 
dr = (a ss b Fr -b I’ u. 
o’v 9’ p) og ) ) 
—r = (da —-b)—+bd'r, 
ot oy 
O’w 2 2 oo) ) ) 
I = (a’— b‘) 7 +b"Iw, 
erhält man, indem man setzt: 
oP 0W oV 
ae = o— tan 
OI oy 0% 
oP _ o0U o0W 
o =. u & 
oy .i 0% or ’ 
oP 00V 
ww = A u: 2 7 ie 
0% COX ( Y 
wo P eine Lösung der Gleichung 
n2 
o’P u. 
er 2 4:D 
or = 64 I P 


U, V, W aber Lösungen der Gleichung 





d’p za 
ur b’A’p 


bedeuten. 
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$. 2. 


Entwickelung von P, U, Y, W nach Kugelfunctionen. 


Die soeben angeführte Form der Lösung ist sehr eeschiekt um eine 


alleemeine Entwiekelung nach Kugelfunctionen eintreten zu lassen. 

Es ist bekannt. dass eine innerhalb eines gewissen Raumes endliche. ein- 
deutige und stetige Funetion sich innerhalb desselben nach gewissen Functionen 
zweier Winkel entwickeln lässt. deren Coeffieienten dann nur noch den Radius 
enthalten. Aber die Unsymmetrie, welche durch die Einführung zweier Winkel 
bedingt wird. drängt darauf hin, für allgemeinere Untersuchungen diese Ent- 
wickelung zu modifieiren. Jene Functionen zweier Winkel haben die Eigen- 
schaft, mit einer gewissen Potenz des Radius Vector mulliplieirt, in ganze 
homogene Funetionen der Coordinaten überzugehen: man kann daher an die 
Stelle einer Entwickelung nach jenen Functionen zweier Winkel eine Eni- 
wiekelung nach gewissen ganzen homogenen Funclionen der Coordinaten 
Ireten lassen. in deren Coeflicienten nur der Radius Vector noch auftritt. Es 
sei mir erlaubt diese homogenen Funelionen der Kürze wegen noch als Kugel- 
funetionen zu bezeichnen. In einer Entwickelung der angegebenen Art treten 
dann vier formell unabhängige Grössen auf: die Coordinaten x, y, z, so weil 
dieselben in den Kugelfunetionen vorkommen, und der Radius Vector, letz- 
terer in doppelter Weise, einmal in den Coefficienten. sodann aber auch 
wohl in den Kugelfunetionen selbst. sofern etwa in diesen die Verbindung 
x’ -4y°+z = r den homogenen Functionen integrirend angehört. Im Folgenden 
werde ich auch durch die Bezeichnung diese beiden Arten des Vorkommens 
unterscheiden: und zwar soll der Radius Vector durch r bezeichnet werden. 
soweit er innerhalb der homogenen Functionen als Verbindung der Veränder- 
lichen auftritt: durch v aber. soweit er nur den Coefficienten jener Functionen 
angehört. 

Jene homogenen Functionen werden dadurch charakterisirt, dass. wenn 
M, eine solche bezeichnet. und » den Grad der Function ausdrückt. sowohl M, 


Mn 
ep 

als 

„nl 
‘ ’ 


der Gleichung 

L(y) = 0 
genügen. Und somit ist also die Aufgabe, die Grössen «, v, ww nach Functionen 
M, dergestalt zu entwickeln. dass nur noch r in den Coeffieienten dieser Ent- 


wickelune auftritt. 
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Betrachten wir zunächst etwa die Function P. welche der Gleiehune 
genügt: 


o’P 2 
Men ep. 


10.) 
In derselben bezieht sich die Operation 4° sowohl auf die Veränderlichen 
r, 9, 3, soweit sie in die aus P entspringenden Kugelfunelionen explieite ein- 
vehen, als auf dieselben Veränderlichen, soweit sie in v enthalten sind. Trenn! 
man beides, und bezieht 7° nur noch auf die explicite vorkommenden ır, y. 3. 
so muss man für /°P schreiben: 

corsa PpN, 2 0 oP oP oP\ | 

ı’ or G 2 Er" En x 3 a 3)" e- 
In diesem Sinne aber verschwindet ./°P, da jedes einzelne Glied der Glei- 
chung Sy =U genügt; und setzt man 

11.) P= M+M+M-+--+M, + 


so ist ferner 


so dass die Gleichung (10.) übergeht in: 
=. (o’M, 7 © °"M, 2n +2 ol, Ni 
= EEM_ (CM rl). 
of or tt 


er“ 
Bemerken wir nun, dass die einzelnen Glieder dieser Entwickelung. da sie 
nur nach den in den Coeflieienten enthaltenen Grössen £, v dillerentiirt werden. 
selbst Kugelfunctionen sind, so löst sich die vorstehende Gleichung sofort in 
die einzelnen auf: 


o’M o’M 2n-+2 oM,\ 
(12 ee =) = 
N ) ot” 5; ae r or 


welche die in der Entwickelung von P auftretenden Functionen MH als Func- 
tionen der Zeit und des Radius Vector definiren. 
Selzen wir ganz ebenso: 
(U = MH 
(13.) V= MW+M!+NM’+--- 
W = M#+Mi”-+M!-+--. 
so sind die Functionen M;, M/;, M,‘ in gleicher Weise als Functionen von 


n > 
t, £ delinirt durch die gemeinsame Differentialgleichung: 





(14.) 


u ar "= Ze 


2%} ö 0) . +2 IM, 
WONG I. 2n+? < ) = 0. 


f? 
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r 


Hierdurch ist also die Entwickelung von P, U, V, W auf die Betrachtung 
der Differentialgleichungen (12.), (14.) zurückgeführt. welche nur noch zwei 
Veränderliche enthalten. 


8. 3. 
Sätze über die Functionen M,. 

Man sieht. dass die Functionen M, noch gewisse Willkürlichkeiten 
enthalten. Aber die Formen, in welchen die willkürliehen Funetionen in die 
verschiedenen M eingehen, stehen unter einander in einer bestimmten Verwand!i- 
schaft. so dass aus dem allgemeinsten M, andere Funclionen abgeleitet werden 
können, welche in Bezug auf die Veränderlichen x, y, z oder in Bezug aul 
die Veränderlichen vr, £ oder endlich in beiden Beziehungen den Character 
der Functionen M, , und M,., besitzen. 

Betrachten wir zunächst eine beliebige homogene Function »'"" Ord- 
nung g, von .r, Y, 3, Welche der Gleichung 7°(y,) =0 genügt. Dann ge- 


4, . ’ u . 
nügt immer auch en derselben Gleichung, aber auch. wie aus Differentiiruno 


der Differentialgleichung sofort folgt, die Functionen: 





FOR in + Fe 1,9“ 





re de er 2 Se uk 

OT CO Y 02% 
„I M_ı AI _M,,G 9m 
Ir 


Nun ist der erste Ausdruck eine homogene Funetion (2—1)'"” Ordnung von 
vr. y, 3, also eine Kugelfunetion (2—1)"" Ordnung: der zweite ist eine Funetion 


2n-+-3 


(»+-1)"" Ordnung, dividirt durch vr”, aber mit der Eigenschaft begabt (wie 


eine kleine Rechnung sofort lehrt), dass sein Zähler für sich der Gleichune 
Tg=0 genügt. Dieser Zähler ist also eine Kugelfunction (2 -+1)"" Ordnune. 


und man hat demnach folgenden Satz: 


Satz 2. 


Ist p, eine Kugelfunction n’” Ordnung, so ist 





og op It 
a IP g ER, , 
OX oy 02 








.2n-+3 ) © Pu | /o © fü Mer oO Pn ! 


OrX r" ! 1 oy pn ı 02 rat \ 





eine Kugelfunction (n-+1)"" Ordnung. 












Clebsch, über die Reflexion an einer Kugelfläche. 203 


Man kann selbst zeigen, dass die beiden letzten Functionen die alleemeinsten 
ihrer Art sind. wenn , ganz allgemein vorausgesetzt wird. 

Wenden wir nunmehr eine ähnliche Betrachtung auf die Lösuneen der 
(Gleichung 
o’P 


= a d’P 


CO 





an. Ist P eine Lösung, so ist offenbar der Ausdruck 





\ oP : > ) 
er = a — + Hy or 
UOX oy 03 


nn 


eine andere; oder, wenn man in P wieder die Veränderlichen x. y. z. v 
unterscheidet: 





ol oP _0oP _ eax-ßAyu-+,z OP 
PER. E% ß -—+7— + “2 + Py 2.2, 
ox oy 02 Y oa 


Selzt man nun für P die oben gefundene Entwickelune nach Kueelfunctionen : 
P — M,+M, + M; | N 


so wird: 


‚P= x oM,. z0oM\ , „foHMn , ycoM, _f0M„, 2 OM,N\) 
( — A _. ö TR ne een N y er in 
' nl) OX r or Oy r or Br? rer /\ 











15 ER N. EL 
.. Te Aue , mei 2 I +-Y _— 
| n— 2n E 1 ! OL oy / 02 
| In e $, ' Ü S, ( S, 
| -r" 27 FA | u r ” ‚|. 
| Ta 
wo 
T 1 ( Yan l 1, 
er Sun "re. 
(16.) | ee 
1 oM, 
NENNE... 
\ r ort 


veselzt ist, und wo bei den Differentiationen nach x, y. = die Grösse v als 
constant angesehen wird. 

Bemerkt man nun, dass T,, S, in Rücksicht auf x, y, = Kugellune- 
tionen »' Ordnung sind. dass demnach in Folge des Theorems 2. auch die 











Ausdrücke 
7: , zT: O7, 
or u u: ae, u Fe . 
OP 27 LAN; 
’ y en Y r y n 
An © S, CO 5 N , O S ! 
ia — „+9 aut) os 
or r"' l oy yznt 1 Oz r’"t 
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Kugelfunetionen bezüglich der (»a—1)"" und (»-+1)'"" Ordnung sind. so zeig! 
sich. dass der Ausdruck OP nach Kugelfunctionen geordnet ist. dass also die 
einzelnen Glieder des Ausdrucks auch in Bezug auf vr. f den Charakter der 


M, haben müssen. Da aber in der vorliegenden Form die T, S nur nach 


den x. y. = differentiirt vorkommen. welche in Bezug auf die vr. ? constan! 


sind. so muss dieser Charakter den S, T an sich zukommen: es muss also 


S, in Bezug auf die Veränderlichen r. # von der Art der M 
Art der M,_, sein. Und dies oiebt foleenden Satz: 
Salz 9». 


Ist M, eine Function von v. t, welche der Gleichung 














o’M, AM. mtR 
ol J or’ Y or 
genügt, so ist 
die wie hi 
T, Ze "u re . 
ag or 
eine Lösung der Gleichung 
o’M,-ı I0’M,.- , 2 oM. N) 
— = 0 1 ——+— — # 
ol er r 9) 
und 
I ca, 
S, e eg 
vr or 
eine Lösung der Gleichung 
( “"M, i 2 9y’2C MI, l 2n ? -4 cl, rt 
—— «d N ir Teen: aeg , eat Me 
HT ae 


n! n 


Und zwar erhält man in T,, S, offenbar die allgemeinsten Formen von M,_,. 


M,,,. wenn die zu Grunde gelegte Function M, allgemeinster Natur war. 


g.4 


Entwickelung der Verschiebungen. 


Aus der Formel (15.) aber ergiebt sich noch ein anderes Resultat. 
nämlich die Entwickelung der Differentialquotienten einer Function nach den 
Coordinaten, wenn die Entwickelung der Function selbst nach Kugelfunctionen 
vorliegt. In der That ist bei Ableitung der Gleichung (15.) der Umstand 
noch nicht benutzt. dass P einer gewissen Differentialgleichung genügen sollte: 


man kann daher in dieser Gleichung unter P jede Function der Coordinaten 


„.ı» I, von der 
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verstehen, und hat sodann folgenden Satz. indem man die Coeffieienten von 


) 


oe. 9. y einzeln betrachtet: 


Satz 4. 
m 17: ’ . y . 
Sei P eine beliebige Function der Coordinaten, und sei, nach Kugel- 
functionen entwickelt: 
Fr — M,-+M, -M,-+ .». 
setzt man dann in ähnlicher Weise: 
oP 
OX 
oP 
oy 
oP | i 
u Ta - M; 7 Mr ] M 2. ET 


02 





3 ie 4MNF- M+- RR 


l 


= M,-+M)} | M}- ; 


so wird 
I Mu, 98, 
. 2n--3 0X 2n- or r”" 7 


1 ( # | pt | ( J S, 


M} re Ya re ge vr 53: 
2n-+-3 0y ean—1 coyr“" 
W T 1 oOT,- l Pr Pr © S, I 
TE 2n-3 02 an—1 03 fr"! ? 
DO 

rn 1 o.rX"t1M, ’ I oM, 

T, a ———. S, ——, 
Br or 5 %E 


und wo bei der Differentiation von S,, T, nach x, y. 3 die Grösse ı 

als constant gilt. 
Dieser Satz führt nun sofort zur Entwickelung der Verschiebungen 
nach Kugelfunetionen. Bewahren wir die Buchstaben M, S, T für die aus P 
entspringenden Terme, und bezeichnen die analogen Grössen für U, V, W dureh 


ee ee, 


so erhalten wir Entwickelungen von der Form 


\“ r Hi I u, Us 
(17.) ve = u+t-+B® 
© = Wort WwtWrt'", 


in denen die Terme 


n» 


°,. ©, folgende Ausdrücke annehmen: 


a 
” 
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n Nriw nm! 
1 oT,xı oT,.+ı oT,+1) 



































U en. u rn ‘ 
‚ an+3l 0x | &y 02 ) 
„2 > f “ Y n vi rn . 
# oc ) c Su f o In—1 © 5 En 
nl tor ru 7 ya N 
E. nis nrw 
. in: 1 ) oT,- 1 | oT,-ı oT, 1 ) 
u u 3 ie er u 
nn: oy 0% OoI 
18.) 
In n x n vll . “7 
4 r u 7 CO N) n— l N @) S n—l O S n— | ! 
ir Te er er ee en un. re = ann u. . 
Ta ee t oy ru ' 02 yn—l or pr -1 ) 
nr nv u 
m 1 ) oT, .- er oO n--1 OT... 1 ) 
Er ee Eu er - 
n 2n+3\ 0 ox oy 
In--1 “ Y r y . wid 
3 — \o S- RR Di a er 
nid pam | Or ram oy r2n—i 


Diese Gleichungen liefern nun allerdings die vollständige allgemeine Ent- 
wickelung von x, ®, ww nach Kugelfunctionen. Aber dieselbe hat nicht die ein- 


fachste Form, deren sie fähig ist, und führt namentlich auf grössere Rechnungen 
für die Bestimmung der M, wenn die Werthe der «, ©, w für einen bestimmten 
Werth von r gegeben vorliegen. Beiden Bedenken entgeht man, wenn man 


den z,. e,. w,, was sehr leicht ist, die Form giebt: 























= n n , 
u OPa+1 | ‚In+1 oO In—ı ' ol, ol, 
Un ar E e 7 PAS: In—1 5: PÖ es ? — a 
OX De Er ol 02 
/ N g ) 2 Br OPn--1 Eu Pad 1 10; pr R* C # Eu ol, 
\ ie n oy ® ey rl 02 OX 9’ 
a ER OPn +1 I „en 1 1 © In—ı t ol, ol, 
Be - ia 7 > tar ron, 
03 03 r? 0X oy 


WO Qu-ıs Las Pu. Kugelfunctionen respective der (a—1)'”, 2”, (a-+1)'" Ordnung 
bedeuten. und wo bei den Differentiationen immer r als roh anzusehen ist. 


Bemerkt man nämlich. dass in Folge der Eigenschaften der Kugelfunctionen: 
DD) Sau Le, Su=R 
so ergiebt sich aus (19.) leicht: 


n+1” 























n.2n +1. = MS On , OWn | 
. l . In—ı oOrX u oy ir 02 (® 
21. 34 Ba af u 0 u, Om) 
\ ) N I 1 . 2n | 1 - Pa-1 en r Or ran [| oy yand + 02 p2n 1 ( . 
ow © ’ ou Be TB ov ou, \ 
tn ee ee) 
02 Or oy/' 


*) Für 2 =0 verschwinden beide Seiten dieser Gleichung. Aber ın der That 
ist der Werth von t, in den Gleichungen (19.) vollkommen gleichgültig, da die von 
demselben herrührenden Glieder in %,, ©, %, identisch verschwinden. 


EN} 





u 
w 
hi 
q 


Hu 
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und zwar sind die auf diese Weise erhaltenen Werthe von L,, p «= 1. 
wirklich mit den Gleichungen (20.) in Uebereinstimmung, da #,, e,., w, Kugel- 
funetionen »"" Ordnung bedeuten sollten. und sind also auch wirklich Pu-ıe 
94-1, 4 Kugelfunetionen der angegebenen Ordnung. 

Substituirt man aber in den Ausdrücken (21.) rechts die Werthe von 


4,, %,, %,, wie sie in den Gleichungen (18.) enthalten sind. so kommt: 





( ‚ S, l 1 \ r oS,- l OS, ') 
' l u I“ 2 u: ru. 
‚4. 2n—1 n.2an—1 ! oy 03 
d (A 
y ( NR l C N ') r ( Pi i us ı\t 
03 OX z\ GA ey ) 


) kn, l Ban n ) bel l oT, N ') 
PH 5 nt 1.2n--3 & 0 O2 








22.) 
\ Nom rg ii 
Me l oT, 1) (oT, l ol I I 
Yy 03 OX “N u ey AN 
u r l . } 
’ | 44 Tu; Dis ; 0 4 
4 n+1.2n +3 ae 
As FR: e eh. = S, -] © S, l Ü N, l 
n.2n—1 \ox r"-1 om nd 


Erinnern wir uns nun der Gleichungen (16.),. mit deren Hülfe sich die T und 
S durch die ursprünglich eingeführten Kugelfunetionen M ausdrückten. so kann 
man den ersten beiden Gleichungen auch die Gestalt geben: 


In—ı — ee > ———— (name u - 
/SY) ror \ “N = 1 n \ 
23.) | | 
m 1 © ) v” 1 3/ M, 1] a 7 l I 
Pu 7 97 Eile . ei \: ru a Ye — r 
ETT, Ay 2n+3  n-+1/) 


wo M, die FURIENENN w Nafin bedeutet: 
’ i IM. ” & oH, coH,.\ 

Man erkennt hieraus, dass r Functionen M“, M’, M” nur noch in zwei 
Verbindungen vorkommen, in den M, und in den £,. Erwägt man zugleich. 
dass jene Functionen nur die Eigenschaft besitzen sollten, Kugelfunelionen 
zu sein, und in Bezug auf r, ! den Gleichungen (14.) zu genügen, dass beide 
Eigenschaften aber den Functionen M,. t, in gleicher Weise zukommen. so 
darf man offenbar statt der Functionenreihen M“, M’, M“ die beiden Funetionen- 
reihen M/, t, unmittelbar einführen; mit der einzigen hinzutretenden Bedin- 
gung, dass, wie man aus (24.) sieht, die Function M, verschwinde Und 
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so erhält man eine Form der Lösung. welche sich in folgendem Satze aus- 
sprechen lässt: 
Satz 9. 


Die Lösungen der Gleichungen 


c’u Sau, 
—;- a—b)—+b Su, 
ot OX 

or en. ARE 
— = (@ —b)— +b Se, 

ol oy 

( U ) y. oJ i ) ) 

= (“—b’)-——+b’Sw 

ol h 03 


/assen sich nach Kugelfunctionen in die Reihen 


u WWtTu Tu +". 
ve = O0, TrP: + ®, 1 
vv = Wo tW tw. +" 


entwickeln, d. h. nach homogenen Furctionen, die einzeln der Gleichung 
Fy=0 genügen, und in deren Coefficienten dann nur noch der Radius 


\ector x eingeht: und zwar ist: 








u op, l a l e In- l e oln ur y at. 
Ber re u ey 5 ae ° 
n — Pat 1) nr 0 Gum |, „On _ On 
, us 2 02 "or 
Patty dei, y „A 
n ( x ı oz pi" l « ( r P oy 
io 
( | ( \ M, 1 I, l ! 
In-1 r fan n )° 
) Eu )y2u4 1. Mn+ı _, Mn 1), 
Pur wat? or | Zn +3  n-+1/) 


und wo M,. M,, t, beliebige Kugelfunctionen n’” Ordnung bedeuten: die 


toefficienten der letzteren aber sind Functionen von v, t, und zwar ge- 


nügen die Coefficienten von M, der Gleichung: 


C g a O’y ‚ 2n-+2 oy ! 
| or? rt or)’ 


die Coefficienten von M,, t, aber der Gleichung: 


2 
( 


P_pN op £ en+2op\ 


ot tor rt or)’ 


wozu noch die Bedingung tritt, dass M, verschwinde. 


v 
D 


St 


as 
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S. ». 
Integration der Gleichungen, denen die M in Bezug auf r, ! eenügen. Einführung 
der Grenzbedingungen. 
Die Integration der Gleichungen (12.). (14.) ist leicht und bekannt. 
Nimmt man in (12.) für M, die Form an: 


C ® ( 
PER © 7,1, w \_I_ En) /»_ UL 
MH, y" l \ f \ t at) l f \ I al N} 


et") : ; 
yon ı/ r—at)+F(r-tat)). 


wo die ce constante Coeffieienten. die Indiees bei den Funetionszeichen 
Differentialquotienten bedeuten. so findet sich aus der Diflferentialgleichung 
selbst für die e eine einfache Reeursionsformel. so dass man 


fa —-ad +F"Y (rat) n.n +1 fd r—al)-4-Frd(r-at 


ie y" I 2 ge” 
Zu n—I.n.n-+1.n+2 fr—I(r—ad)-+ Fr" (rat 
25.) Er a 2 
\ J 2.4 y® I 
1.2...2n fr—at)-+F(r-at 
He tn n 
2.4...2n er 


seizen darf. Der dritte Satz findet hierdurch eine directe Bestälieune: «denn 
indem man S,. T, bildet. wird: 


fFRrHDr—ad+Fed(rtat) n-+1.n4+2 fr r—al)-- FW (t--at 








S, = ! ce y" 2 yo 2 g* ) 
n.n-A.n+2.n+3 frVd(r—ad)+FVd(r-+at 
2.4 u 
_1.2...2n+2 f(ir—at)+F(r-at) | 
mM“ : . 
2.4..20+2 yut3 \ 
(%6.) 
ER T fetDer—a) + Ferdi +tal) n—I.n fr r—at)+ FW" (r-+at 
a ee" re Kabere: SE © 
n—r?.n—i.n.n+1I fd (r—al)+-FOVd(r-af) 
2.4 e* 
_1.2...2n—2 f"(t—al)-+F"(r-at 
124...m—2 an 
so dass S, sofort, abgesehen vom Vorzeichen, die Form von M,,, annimmt, f 
und T', die Form von M,_,. wenn man nicht f und F sondern f” und F” MW 
als die willkürlichen Functionen betrachtet. | 
Es bleibt also nur die Aufgabe übrige. die in den M,, M,, t, vor- M 
kommenden willkürlichen Funetionen von r—at und r--at, welche ausserdem e 
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Kugelfunctionen »“ Ordnung in Bezug auf x, y, z sein müssen. den etwa 
segebenen Grenzbedingungen gemäss zu bestimmen. Die vorliegenden Ent- 
wickelungen sind immer anwendbar. wenn die Zustände des Mediums für 


0P- 


irgend zwei Werthe von vr, d. h. auf zwei concentrischen Kugelflächen. & 
seben sind. Entwickelt man die Functionen, welche auf einer solchen Kugel- 
lläche die Werthe von x, e, w angeben, nach den gewöhnlichen Functionen 
zweier Winkel, so werden die Coefficienten nur noch Functionen von f: und 
man verwandelt eine solehe Entwickelung sofort in die hier benutzte Ent- 
wickelung nach homogenen Funclionen, indem man das Aggregat aller Glieder 


»"" Ordnung mit der n'" P 


otenz des constanten Radius multiplieirt und dividirt. 
indem man aber die so erhaltene Entwickelung mit der allgemeinen vergleicht. 
ergiebt sich eine Reihe von Bedingungen, welche ausdrücken, dass für den 
vegebenen Werth des Radius die homogenen Functionen x" Ordnung der 
allgemeinen Entwickelung von x, v, w mit den entsprechenden Gliedern der 
segebenen Werthe identisch werden. Man erhält diese Bedingungen sofor! 
aus (19.). indem man unter «,, ©,, @, die »"" Glieder in der Entwickelung 
der gegebenen Funclionen #, v, w versteht. Aber da bei dem Uebergange 
von (19.) zu (21.) nirgend nach dem hier als constant betrachteten Radius v 
differentiirt ist. so kann man ohne Weiteres statt (19.) die Gleichungen (21.). (23. 
benutzen. welche durch die einfache Weise, in der M,, M,, t 


ı 


darin eingehen. 
erosse Vortheile darbieten. Man kann dies in folgende Regel zusammenfassen: 


Sollen die allgemeinen Werthe von u, ve, w für einen Werth von 
v gegebenen Functionen u, v, w gleich werden, so bestimme man die 
diesen letzteren entsprechenden Functionen p,, Qu; 4, durch welche die 
Entwickelung derselben nach Kugelfunctionen die Form (17.),. (19.) an- 
nimmt: dann ist die geforderte Gleichheit dadurch ausgedrückt, dass für 


den gegebenen Werth von tv: 


P-= Ps Am bel. 
Da nun in den allgemeinen Ausdrücken von p,. q., t, nur sechs willkürliche 
Funetionen vorkommen. so scheint daraus hervorzugehen,. dass die Bewegungen 
innerhalb einer Kugelschale vollkommen bestimmt sein müssen, wenn die Be- 
wegungsgleichungen für keinen Punkt im Innern aufhören zu gelten. und 
wenn ausserdem die Bewegung auf beiden Begrenzungsflächen gegeben ist. 


Dies ist aber nicht ganz richlig: in der That würde daraus folgen, dass. 


wenn auf beiden Begrenzungsllächen absolute Ruhe herrscht. dieselbe auch 
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im Innern der Schale herrschen müsste. In Wahrheit ist dies nicht noth- 
wendig; vielmehr überzeugt man sich leicht, dass auch in einem solchen 
Zustande noch eine unendlich grosse Anzahl von Bewegungen im Innern 
herrschen könne; welche dann also auch bei anderweitig gegebenen Zuständen 
der Oberfläche begleitend auftreten können. Ein Beispiel hierfür werde ich 
im folgenden Paragraphen geben. 


$. 6. 
Vollständige Behandlung des Falles, wo eine, auf einer bestimmten Kugelfläche 
gegebene Bewegung sich ins Unendliche ausbreiten kann. 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall. wo die eine Kueelfläche ins 
Unendliche rückt. In diesem Falle ist es zugleich möglich. die vollständige 
jestimmung der willkürlichen Funetionen ganz allgemein auszuführen. Die 
Bedingung freilich, welche an der unendlich weit entfernten Kugelfläche er- 
füllt sein muss, ist nicht mehr in der im Vorigen angegebenen Weise zu 
benutzen. Dieselbe kann aber nach Helmholtz dadurch ausgedrückt werden. 
dass im Unendlichen, wo keine ausserhalb liegende Erregungsmittelpunkte 
mehr gedacht werden dürfen, nur noch Wellenbewegungen auftreten können. 
deren Gang von innen nach aussen gerichtet ist. 

Denken wir uns, um die Vorstellungen zu fixiren, eine beliebige Reihe 
von Erregungscentren im Raume vertheilt; und denken wir uns, dass die von 
diesen ausgehenden Bewegungen an einer Kugel vom Radius & reflectirt 
werden. Die Bewegungen an irgend einer Stelle des Raumes kann man dann 
durch die Componenten 

utU. v+V. w+W 
ausdrücken, wo U, V, W die Bewegungen sind. welche in Abwesenheit der 
Kugel. lediglich in Folge der Erregungsmittelpunkte, allein vorhanden sein 
würden; a, e, » aber diejenigen Bewegungen, welche durch die Reflexion 
hinzutreten. Die Bewegungen U, V, W sind dann völlig bekannt: sie haben 
die Eigenschaft in verschiedenen einzelnen Punkten des Raumes. nämlich in 
den Erregungscentren selbst. unendlich gross zu werden, woraus sich denn 
weiter ergiebt, dass die Form ihrer Entwickelung nach Kugelfunctionen ganz 
verschieden sein wird innerhalb der verschiedenen Kugelflächen, welche vom 
Anfangspunkte als Mittelpunkt sich durch die verschiedenen Erregungspunkte 
legen lassen. Für die unbekannten und gesuchten Funclionen «, e, w hin- 
gegen, welche die reflectirte Bewegung darstellen. findet offenbar eine solche 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 3. 29 
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Unstetigkeit nicht stalt: diese Functionen werden sich also im Allgemeinen auch 





überall durch dieselbe Entwickelung nach Kugelfunctionen darstellen lassen. 

Dies vorausgesetzt werden also. nach dem Früheren, in der Unend- 
lichkeit, ja selbst in dem Theile des Raumes, welcher jenseits der Erregungs- 
punkte liegt, nur Wellen auftreten können, welche nach Aussen gerichtet sind: 
oder es werden in den x, v, w überhaupt nur Functionen von r—at, v—bt. 
nicht aber Funetionen von v-+at, v—+bt auftreten dürfen. Hierdurch redueiren 
sich die vorkommenden willkürlichen Functionen sofort auf die Hälfte. Aber 
noch ein wesentlicherer Vortheil wird erreicht: man kann den Grenzbedin- 
gungen sofort die Gestalt von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
seben, deren abhängige Veränderliche die gesuchten willkürlichen Functionen 
sind. während die unabhängige Veränderliche die Zeit wird. 

Die Natur der Bedingungen, welche an der Grenze zweier elastischen 
Medien auftreten, ist bis jetzt noch nicht endgiltig festgestellt. Ich werde 
mich daher der möglichst einfachen Vorstellung bedienen, dass die Kugelfläche 
mit dem Radius & die Bewegungen vollkommen refleclire,. oder mit anderen 
Worten, dass die Summe der einfallenden und der reflectirten Bewegungen an 
der Oberfläche gleich Null sei. Man hat also für r=e: 

u=—UÜ, v=-YV, v=-MW, 


r 


und hieraus folgt. wenn man sich U, V, W nach der Weise der Ausdrücke 





17.). (19.) entwickelt denkt, gemäss der im vorigen Paragraphen aufgestell- 
ten Regel: 


2.) ns Ges he 
Diese drei Gleichungen zusammen dienen zur Bestimmung der in M,, M,, t, 
enthaltenen willkürlichen Funetionen; und zwar nehmen nach (23.), (25.) diese 
Gleichungen folgende Gestalt an: 


? 1 frtCe—at) n—1.n fOls—at) , n—2.n—i.n.n+i fr”) (e—al 























ES) Dane Tome 5 er 34 7 u 
a 1 pt (e—bt) __n—1.n gm (e—bi) x n—2.n—1.n.n+1 gr (eb) E 
N E” 2 File 1 2 “ 4 ert? 
98) — 1 gferda—al) n+1.n+2 fo (e—at) , n.n+1.n+2.n+3 fr —d(le—at) : 
es In u. | ! =: n-+-3 u. na > 3 
2n--1 en 2 € 2.4 € | 
1. (getDle—bi) n-+1.n+2 gW) (e—bt) rs n.n+1.n+2.n+3 gr—D(e—bi) ; 
ar . ert3 2.4 - 5 


E-. vml—bi) m.n +1 wu—Dle—bi) n—1.n.n+1.n +2 yodle—bi) 
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wo durch f, 9, w respective die zu M,, M,, t, gehörigen willkürlichen Funetio- 


nen bezeichnet sind. Man sieht, dass diese Gleichungen sich sofort scheiden. 
indem f, g aus den ersten beiden gemeinschaftlich. w aber aus der letzten 
allein bestimmt wird. 
Bezeichnen wir jetzt durch &, »,, © folgende Functionen der Zeit. in 
deren Coeffieienten noch x, y, 3 vorkommen: 
29.) $=fle-at). 


so hat man auch: 


d’ \k 7 \ 
Zr = (-a)"f" (e—at), 
AT 


und die Gleichungen (28.) 


N — Yf (€ — bt). 5: :WIEe— bt )» 


d' " / \h (k)/ \ d*l 4 zZ K\/ 
— (bg "”(e—bi),. — (bw (e— bt): 
dt \ / / \ di“ \ / \ i 


sehen in folgende gewöhnliche Differentialgleichun- 


‚Dr 


gen über: 








re Pr u. Bi \ 2 & d"r's n I.n za \" d" & a 
(1) Br 2n-1 Ne der+! 2 ( &E/ dr \ 
! (> u a b ) d"n 
ee er 
EEE u | an" de: ' 
30.) _p BEL (*) A A A er 
\ 0 ( 1) (u. E 2n - 4 I & dert ie )- Im \ 
| eh = \ (2 ) A drin „er +2 ERS b 4% an | 
2. n—1 I\e a dt" E > 





1 n ‚Inf RE DE n—I —ı?7 
(AyHE.e = (- -) as "Wasch Hl 2. e- a, 
f dt" 2 € a 


Die Theorie der linearen Differentialgleichungen zeigt dann, dass die allge- 
meinsien Werthe der $, n, © sich aus bekannten Gliedern zusammensetzen. die 
etwa durch Variation der Constanten erhalten werden. und aus Gliedern re- 


spective der Form 
4 , B. e"'e_ Mi. eute 


wobei das Verhältnis A: B und m sich aus den Gleichungen bestimmen: 








) 
nr; 


) — 
| ce n—1.n N BE ci n—1i.n | er | 
u 5.71 \(am) ) +14 —}(bm) Hl u: zo -(bm)"-+( . 
31.) "ER 
A \ re Ada -2 | | B\, Pr n+1.n+2 "1 
n | n Br ge n „ he ) 
er 3. am m) + (am) + ar (bm)"*'- 5 -(bm 
während « eine Wurzel der Gleichung 





32) 0 = (bu + (bu)tt- 


ist und € völlig willkürlich bleibt. 
29 * 
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Die letzte Gleichung giebt » numerische Werthe für die Unbekannte 
bu; die ersten beiden Gleichungen führen, da die erste durch m” theilbar ist, 
neben der Doppelwurzel m = 0 auf eine Gleichung vom 2n"" Grade, deren u; 
Wurzeln noch von dem Verhältniss «:b anhängen. Hiernach sind also noch. 
entsprechend einer Kugelfunction x“ Ordnung, 3r2 verschiedene Bewegungen 
möglich, trotzdem dass auf der Oberfläche der Kugel &e absolute Ruhe herrscht. 
Aber es ist sehr wichtig zu bemerken, dass unter diesen Bewegungen keine 
isochron periodischen vorkommen, keine, welche sich durch einen Sinus oder 
Cosinus darstellen. 
(32.), 
rein imaginäre Wurzeln zulasse. 
setzt, jede dieser Gleichungen in zwei, nämlich (32.) in 


In der That würde hierzu nöthig sein, dass die Gleichung 
sowie diejenige, welche die Elimination von A, B aus (31.) ergiebt. 


Dann zerfällt, «= Wy—1, m = m'’y—1 ge- 








—1.n.n+1.n+2, u 
(br n = n- bey... = 0, 
(33.) | 
\ n.n 1 nn-ı__ n—2.n—1.n.n+1.n+2.n+3 TE 2 
net (bu) 677 Br 


und die aus (31.) hervorgehende Gleichung 


















































Ä .. n—1.n „1 Urzoınaı, a+1.n+2 ad 
* (am) Hr 5 (am) +1 (bm) HL + 5 (bm) He 
(34.) 
KR _: . +1.n+2, ,,, | —1. 
H+—(am)' - wi 3 (am)"-+- N (bm)"++ - 5 - (bm)" +, =0 
in die beiden: 
u ba u a 
| (am ya? % . n (am'y"'4 u} (bm yH_! n se n (bm’)r- Rp. 
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am am He m om | 
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4 (am) — 547 (am) + — (m) — 5 (bm’ "+ —, 
In (n+i.n+2, nn n1..ntd, nn-2 er I.n, N_ Nn-IN +2) 0, 
ze ee gen eu 
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Von den Gleichungen (33.) ist leicht zu zeigen. was von vorn herein zu 
vermuthen ist, dass sie niemals zusammen bestehen können. oder dass ihre 
rein numerische Eliminationsresultante niemals Null ist. Der Beweis soll 
weiter unten gegeben werden. Die Gleichungen (35.). welche nach Elimination 


! » . % . .. d dur . . . %u . 
von m auf eine Gleichung für z führen, können, wie es scheint. für gewisse 


Werthe dieses Verhältnisses bestehen; die Beispiele aber, die man den nie- 
drigsten Werihen von » entnimmt, scheinen für dies Verhältniss ausschliesslich 
negative Werthe zu geben, welche mit der oben gemachten Vorausselzune. 
dass a, b positiv seien, im Widerspruch stehen, und also nicht in Betracht! 
kommen. Einen Beweis für die Allgemeinheit eines derartigen Verhaltens. 
der allerdings sehr wünschenswerth wäre, aufzufinden,. ist mir bisher nich! 
gelungen. 

Es folgt aber hieraus das wichtige Resultat. dass. wenn die durch 
U, V, W dargestellten Bewegungen, wie in den gewöhnlichen Wellen. 
isochron und periodisch sind, so dass die Ausdrücke links in (30.) aus Gliedern 
bestehen, welche den Sinus und Cosinus von Vielfachen der Zeit proportional sind. 
auch die reflectirten Bewegungen, auf welche die Variation der Constanten 
in Folge der Gleichungen (30.) führt, niemals die Zeit ausserhalb des sin. 
und cos. enthalten, also gleichfalls aus isochronen Schwingungen bestehen. 
Und von den unbestimmten Gliedern selbst, auf welche die Integration der 
Gleichungen (30.) führt, muss man folgerichtig abstrahiren, wenn man wirk- 
lich nur die rellectirten Bewegungen, d. h. solche aufsucht. welche, in Folge 
der einfallenden Bewegungen entstanden, gleichzeitig mit diesen verschwinden. 
Wenn man also, wie im Folgenden geschehen soll, die einfallenden Bewe- 
gungen einfach periodisch und isochron annimmt, so kann man einerseits die 
Aufgabe als völlig bestimmt ansehen, indem man die reflectirten Bewegungen 
von vorn herein in gleicher Weise isochron und periodisch annimmt, anderer- 
seits ist sie aber in dieser Form immer möglich, insofern nie ein unperiodisches 
Glied hinzutreten kann, d. h. indem die Nenner der linearen Gleichungen 
nicht verschwinden können, auf welche das in Frage stehende Problem führt. 
In der That, das Verschwinden jener Nenner würde nur anzeigen, dass die 
betrachteten Schwingungen identisch seien mit einer derjenigen. welche auch 
ohne alle einfallende Schwingungen in dem Medium existiren können, und 
diese eben sind es, bei welchen die Variation der Constanten auf ein un- 
periodisches Glied führt. 
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$. 7. 
Einfachste Bewegungen. Einführung der Functionen f, @. 
Nehmen wir an, die einfallenden Bewegungen beständen aus einfachen 


‘ 


ST * a * r r 
Schwingungen von der Dauer ; die Functionen U, V, W bestehen dann 


aus Gliedern, welche respective mit sin4t und cos4t multiplieirt sind. Für 
die Rechnung aber ist es sehr bequem, statt dessen imaginäre Exponential- 
kt)- 


grössen einzuführen, so dass U, V, W mit e'”' proportional werden. Dann 


ist also auch. wenn man nach Kugelfunelionen entwickelt: 


kty—l 


p»=Pe, le, =Te. 
Man darf nach dem Vorigen die relleclirten Bewegungen derselben Exponential- 
grösse proportional annehmen, so dass eben jener Factor auch den Functionen 
Pr > bu, M., M, zukommt. Da alsdann 


o’M, 


ot’ 


— PM, 


so gehen die partiellen Differentialgleichungen, denen M,, M,, t, genügten. 


n n 


in die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen über: 


‚(d’M„ , 2n-+2dM, 


| ‚(’M,. , 2n--2 dM, ‚ 
36.) )+ AM, 0. ae Pr =» ine du To 


dr’ r dr 








"> u 2” dr 
Die Lösungen dieser Gleichungen erhält man leicht durch Speeialisirung aus 
25.). oder auch direct. Denn die Gleichung 
d’2 2n+2 d2 
mr 5 ds 


(37.) +2 =0 





hat die beiden Lösungen. aus welchen sich die allgemeine sofort zusammensetzt: 


Pf. } Eu\ . Js Y—l Va) V /ı\ 
38 \ \ If (8) u f n \$) } —1 h € 21 F', \$)» 
2 w, üi 


x A Re . a\ 
vr (S)—Pn\$)] —1 ! e FR D, \$)» 


j i \ ” \ 1 
wo f,. %,„ die folgenden beiden ganzen Functionen von = bedeuten: 

















ER 1 HR. —I.n.n+1.n+2 rs n—3...n+4 ir 
39.) \ u, gel 2.4.9"? 2.4.6.8.0+5 1 
Us 
| ER n.n-+1 n—?2...n+3 n—4..n+5 
pP, ($ er Ion l 5 Su — un ... 


2.4.6.9  724...10.9+6 


Und so kann man also als die Werthe von M,, M., t, folgende Ausdrücke 
betrachten: 


u 


h 
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= 4er 
+B,\1.(2)-4 a 7 gu 





= rer (43) 
+D,1.(E)- .Qp, ri Ne! 1 )\ R 


I = 214er 
FE) (Ey te I) 4 


in welchen A, B, €, D, E, F homogene Functionen »"” Ordnung von .w. 9. 2 
bezeichnen, welche der Gleichung Sy = 0 genügen. d. h. Kugelfunetionen 
»"" Ordnung. 

Die beiden Functionen F,(s). P,(s). deren zweite aus der ersten blos 
durch Aenderung im Vorzeichen des imaginären Theils entsteht. unterliegen 
einem einfachen Gesetze. welches Funclionen F, ,. F,_, aus F,. und ebenso 


P,;ı, P,i aus D, abzuleiten gestaltet. Es genügt eine von beiden Func- 


. ER I dM, 1 a 
lionen zu belrachien. Da nach dem Frühern — — r die Form von M,.,: 
s (is 
und — ee: — (ee ',) die Form von M,_, hat. so müssen die Gleichungen 
besiehen: 
And dEn 
er s ds 
\ Fi Eö d (rl \ 
F,_ en gr ds \ \$ F,)» 


wo «a, 5 constante Zahlen bezeichnen. Die Vergleichung irgend welcher 





Coeflicienten giebt «= y—1, = —y-—1, und es ist also 
—1 dF, 
Fapı = -H a 
(41.) a 
uf Er W, 2n+Iy'! 
Rn ar a F,). 


Führt man hier die Werthe der F aus (38.) ein, und sondert Reelles von 
Imaginärem, so erhält man die Gleichungen: 
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Ei 1 don r fi RER ze * FRLZ 
(42.) \/rHı s ds 5” de Be TE rer, 
(*°. 2n- ?n-} 
I de 1 d.s"Hf, 
TE, 
gen ds ae ds 


Diese Gleichungen sind für die Theorie der Functionen f, g sehr wichtig. 
Zieht man die untereinanderstehenden Gleichungen von einander ab. nachdem 
man die untern mit s’ dividirt hat, und eliminirt auf diese Weise die Dil- 
ıerenlialquotienten, so erhält man eine Recursionsformel, welche jedes Glied 
in einer der beiden Reihen: 


[» % > 9% I 
9% fb en Pr 9: 
aus den beiden vorhergehenden Gliedern zu entwickeln gestattet: 


en = h-ı rn (@n+ )Pn j 
n+1 $’ „2 ? 








(43) 
P u AnI)fa 
Pa s? s? 
Durch diese Gleichungen. verbunden mit den Werthen 
1 
en .. p=V, 
1 1 
„=, h=3 


sind sämmtliche Functionen f, g vollständig gegeben. Setzt man an Stelle 
der Gleichungen (43.) die folgenden: 


2n 1 
’ m —i » 
8" as =" u wc — 8", 


Ä 2n +1 
n+1 BEER u | | Ts nf 
s” (4178 an Bi A hi 


so zeigt sich. dass die beiden Reihen: 
8.9» Sf —F pr: Pf» 
"7 A en er. A, 
Zähler und Nenner der auf einander folgenden Näherungswerthe des Ketten- 
bruchs: 


0 
gs = - 747 — 
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darstellen. Multiplieirt man aber die erste Gleichung (43.) mit f„, die zweile 
mit f„, und addirt eine Gleichung zu der anderen. so kommt: 
1 » ) 
It Pr fa oz alfa Pn 1 71 Pa-f 


so dass der Ausdruck links durch Erniedrigung des Index um 1 nur den 


Factor ; erhält. Durch fortgesetztes Erniedrigen ereiebt sich also. da 


B. 
fi Pot Fi fü oe ji j ıst: 
/ 1 
(44.) In rl pP, + Pı en 5 rar 
Diese Gleichung enthält den im vorigen Paragraphen erwähnten Beweis. dass 


die Gleichungen (33.) niemals neben einander bestehen können; denn jene 
(Gleichungen gehen nach der hier gewählten Bezeichnung über in: 


(gr) —U, Pu (Er) u 


was nach der Gleichung (44.) nicht bestehen kann. ohne dass bu’ —0. Dieser 
Werth aber genügt jenen Gleichungen keineswegs. 
“leicl A ° 5 ra vb nu a 
Setzt man in den Gleichungen (41.) s: a; und s: >, 98 dienen 
0) 


dieselben dazu, den Funclionen g,_1>» P.:ı, Welche mit Hülfe der Gleichun- 
sen (23.) sich aus den Functionen M, M’, t zusammensetzen, eine einfachere 
Gestalt zu geben. Denn schreibt man die Gleichungen (40.) in der Form: 


= = [ar )+B,0,( Een, 
45.) (MM = |or(E)+ DB, Br 
L, = VE,F, (+ F,» Ir I er" 


so ergiebt sich aus (23.),. (41.): 














EI u er (Ai, + B.,2.() 
pn a under 
andren 
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(47.), 
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Und auf diese Weise erhält man durch Substitution der Werthe von gq,_, 
Pr, 4. in (19.) die folgenden definitiven Ausdrücke für «,, v,, w,: 






























































































d Ey ar TR OA, “| Krat! o Aa 1) 
Y 2n+3 0x n—l.a dc rm 
2 F (> gr oC, H k’y—1 er o C.—1 141g OE, m oE, \ 
5 n+1 0x nb’ dx ri Yy °%) 
b, (6 -)/ 1 OB,}ı Kr! oe B,-ı 
r } 2n+3 02 Tn—l.a’ dc rat 
R. vh v—i OD,;ı ky—i.r"t oO D,.-ı N OF, oF \ 
-B,(T- ne a De 
n+1 ox nb“ eE e oy 0J 
F rk Y- e(;2 oA, 1 Krit 9 2) 
. 2n+3 5 Mn—l.a?oy ram 
+ F (— rk Wz 100, t 1 4 K vl ‚rar j 1 o Es ig dE, er z c E 
r iv R n+1 oy nb’ ya or / 
NE ET er 
2n+3 0y 2n—1.a? oy rr-1 
db rk eu: oD, DR kK’y—1 ‚ran 1 Od D,_ı OF, ä OF, \ i 
n 1 a) %- nb? ET re L a ie 
n+1 coy n oyr 03 TC 
(=) Dr oA n- 1 k’ı »?n Hl oO Bi -) 
2n+3 9 Mm—1.u? 63 ri 
& u(r- 5 KyAlmt 0 Oi a öE, _ CE. \} 
“ nb’ 03 1 or ol 
a -&b uud ae a, Pe" ti : o B.—ı 
"7 /) an+3 03 2n—1.a” 03 r?*-! 
\ +&, {= Mr- 1 ODa4ı ® ky—i.r ne D,-ı ae OF, 2 OF, ) 
n+1 03 nb’ EFT BE Arene oy’ 


Die Aufsuchung der Functionen «, e, ww ist hierdurch auf die Aufsuchung der 
Kugelfunctionen A, BD, C, D, E, F zurückgeführt; und die letztere erfolgt in 
denjenigen Fällen, für welche diese Entwickelungen passend sind, mit Hülfe 
linearer Gleichungen, welche sich aus (46.) ergeben. In solcher Weise ent- 
halten diese Gleichungen die Lösung aller Probleme, in welchen die Bewegun- 
gen auf zwei concentrischen Kugelschalen gegeben sind, oder auf einer Kugel- 
schale, mit der Bedingung ins Unendliche frei verlaufen zu können. Da 
inzwischen die Lösungen dieser Aufgaben nach dem Vorigen auf der Hand 
liegen, so wird es nicht nöthig, im Einzelnen allgemeine Probleme solcher 
Natur eingehender zu verfolgen. 

Mögen die Grenzbedingungen wieder gegeben sein, wie in $. 6; so 
dass eine Kugel vom Radius & die einfallenden Bewegungen in den un- 



























Clebsch, über die Reflexion an einer Kugelfläche. 221 
i endlichen Raum hinaus reflectirt. Dann müssen. da nur Funetionen von 
v—at, v— bt vorkommen dürfen, alle diejenigen Glieder verschwinden. welche 

rk 
mit den Functionen r(“ =), F, (= ) multiplieirt sind; es müssen also die Ku- 


m velfuncelionen A, C, E sämmtlich gleich Null sein. Setzt man dann rs. 
} und in (45). (46.) für q,, p,, £, die Werthe 


ky—l Kty—l y kt 1 
—P,.e „ —0,.e a 07 


Fr. \ welche den aus der einfallenden Bewegung entspringenden Gliedern gleich 
03 / und entgegengesetzt sind. so erhält man zur Bestimmung der B, D. F fol- 
sendes System von linearen Gleichungen: 





en — u -BD,Pızı (— rn )4 G; 00? «“ u | -) : : el 
re) DB, if ) = 


9R,\ F,», (= -) = 














or} 
aus deren Auflösung sich die Werthe ergeben *): 

| Be... “ EhN\ Pag eh 
E „/l |B.- (2r+1)} ee ® ( b 2 on +“ ke 5) Bi 

„Din He. nen 
F,\ (48.) ' SON RPuBazı =) b 
y/ | D,= Bin b’ b eh eh / ch c\ MW’ 

2.0. 
„ T: 


. 


Durch diese Gleichungen im Verein mit (47.) sind a, ®, w völlig bestimmt; 
und es ist auch sehr leicht. von der imaginären Form zu den reellen Aus- 
drücken überzugehen. 





*) Für »—=0 muss mit M) auch D, verschwinden, und man hat also 


Ar a’ 0, ai 
Pi D 3 | 
Na 
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S. 8. 


Betrachtung eines einzelnen Erregungspunktes. 

Nach dem Beispiel von Helmholtz (dieses Journal Bd. 57) kann man. 
wenn es sich nur um Bewegungen handelt, deren Quellen in endlicher Ent- 
fernung liegen, und welche ins Unendliche frei verlaulen können. als ein- 
fachste Lösungen der Gleichung | 

(49.) ie A ady 


ot 
diejenigen betrachten, welche von der Form sind: 
. k(R—at) k(R—.at) 
BR co ——— 
0.) R a 
I u ne 


und in welchen 


> 


R = y(e—-%)+(y—y)+(3— 2%) 
die Entfernung von einem festen Punkte x. %0, 3, bedeutet. Diese Lösungen 
haben die Eigenschaft, nur für diesen Punkt unendlich gross zu werden, für 


alle anderen Punkte des Raumes aber endliche Werthe zu behalten. Man 


kann also die durch (50.) dargestellten Bewegungen so auffassen, als nähmen 
sie ihren Ursprung in einem Erregungspunkte, dessen Coordinaten x. 90, 2: 
sind. Aus dem angeführten Aufsatz folgt sodann. dass beliebige in einem 
Medium vorhandene Erschülteruneen sich entweder auf solche zurückführen 
lassen, welche von derarligen Erregungspunkten ausgehen, oder auf andere. 
welche aus Paaren unendlich nahe liegender Erregungspunkte entspringen. 
deren Intensität unendlich gross ist (a.a.O. p. 23. 24). Es wird also jeden- 
falls genügen, das im Vorigen behandelte Problem der Reflexion an einer 
Kugelfläche für den Fall zu untersuchen, wo die einfallenden Bewegungen 
von der Form (50.) sind und also von einem einzigen Punkte &,, 9, 2 


ausgehen. An Stelle der Lösungen (50.) aber werde ich der Bequemlichkeit 


der Rechnung wegen die imaginäre Lösung 


k 
= (R—-at) V- -1 
e 





R 
betrachten, aus welcher eine zweite sofort durch Aenderung des Vorzeichens 
von y—1 entsteht, während aus einer Combination beider die Lösungen (50.) 


erhalten werden. 
Auf dieselbe Weise kann man bei der Behandlung der Gieichung 


o’p 2 48, 
= b4yp 


ol 
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sich auf die Untersuchung der Lösung 
hi . 
— (R—bt)y —I 
e 
Rk 
beschränken: und indem man beides in die Ausdrücke einführt. welche nach 


dem Satz 1. für die Componenten der Bewegung gefunden waren. erhält man 





o A 
für die einfallenden Bewegungen von der Schwingungsdauer <-. welche von 
dem Erregungspunkte ausgehen, die einfachen Ausdrücke: 

kR) l 
ni % fi 
\ R oR k 
ARı l 
1 | „II y,o e ”. er 
ı oR R s 
kRy—l 
7 S Z 0 € ” 
W a 
R oR R 
und 
kRy—I 
ni ee) 9 EI rn 
R oR R 
kRY 1 
Z } A(s—2 GKc—z,) 0 € 5 r 
ER no — 0 . n a P 
R oR R 
HR) l 
W bi Tw Ti, ) j A Y Y O e . 4 
een 6 _. er 
R on R 


Die Ausdrücke (51.) stellen longitudinale Schwingungen dar. da 


(99.) U:VY:W C— Lu: Y—Y:3—230- 
so dass die Be- 


und ausserdem wird U°-- V’-+-W° nur Function von R, t. 
Die \us- 


wegung sich nach aMen Seiten mit gleicher Intensität verbreitet. 
drücke (52.) hingegen, bei welchen 
U(c—z,)-+ Y(y & Yu) + W(z i u) — 0. 


| UA+VB+ WC = 0, 


stellen geradlinige transversale Bewegungen dar. welche überdies einer be- 


(54.) 


stimmten Ebene 


(595.) Axz+By-+Uz = 0 
parallel sind. Auch wird 
U’+V’+W°' = ((A’+B’+ CC?) R—-(Ala—)+B(y—yo)- 


C(2z—2,))'| F R. ! . 
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Ze a 


so dass die Intensität nicht mehr in allen Punkten einer um x. 9, 2, be- 


schriebenen Kugelfläche dieselbe ist, sondern in der gegen die Ebene (55. 
senkrechten Richtung überall Null ist, und in den ihr parallelen Richtungen ihr 
Maximum erreicht. Liegt der Punkt x,. %,. 2, in unendlich grosser Entfernung. 
so verwandeln beide Bewegungen sich in ebene Wellen. von denen die erste 


Iongitudinal,. die zweite transversal und geradlinig polarisirt ist. 


Ss. 9. 
e mRy—l 





Entwickelung von —— nach Kugelfunctionen. 


R 


Um diese Lösungen in die Formeln des $.7 einführen zu können. is! 
es zunächst nothwendig, dieselben nach Kugelfunelionen zu entwickeln. In- 
zwischen setzen sich U, I), W aus den Differentialquotienten von Functionen 
zusammen. welche in dem Schema 

mRy—l 


enthalten sind; und da nach Satz 4. die Entwickelungen der Differentialquo- 
tienten sich sofort angeben lassen, sobald die Entwickelung der Grundfunelion 
bekannt ist. so genügt es. zunächst die obige Function nach Kugelfunctionen 
zu entwickeln. 


Setzt man 





wo also 


ct, +-yy, +22, 
tt - ware, 9% — 
Tr, 
und nimmt man r <r, an. so ist bekanntlich 
1 1 re I , N r” ) f » 
= Ka as + = P® (u) Sl 


q 0 


und die Funetionen P sind durch die endliche Reihe definirt: 


> , u vu \ 
pe) Ei 1.3.5...2n e 1 (u"- nn n. ”. 1 u N n—1.n—2.n 3 AL Kid, .)- 
m” ee 2.21 ' 2.4.20 — 1.203 | 


Ueberhaupt folgt. wenn man irgend eine Funelion von r, r,, u nach Potenzen 
von « entwickelt. sodann aber statt der Potenzreihe eine nach den PP’ fort- 
schreitende Reihe bildet. dass jede derartige Function durch eine Entwickelung 


nach den P darstellbar ist, deren Coefficienten allein von r, r, abhangen. 
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An Stelle der Functionen P“’ benutze ich nun, den hier überall an- 
sewandten Operationen entsprechend, die Funclionen 
56) = rn — (er ENTE IE 9 U +22.) 
a 1.2.3...n \FTIyuTEB) 722,7’ UT YyoT 3% 
und hält man auch wieder, den obigen Bezeichnungen gemäss, den Unterschied 
zwischen r, r, r,. tv, fest, so würde die Entwickelung von - foleende Gestalt 


annehmen: 


(37.) u GE: ine: DURR SEPP 

ö h r, ” 0 | 
während bei jeder anderen Function von R die Entwickelung ebenfalls aul 
die Y führt, multiplieirt mit gewissen Funclionen von r und r,. 


Ebendies tritt also auch ein für die Entwickelung des vorliegenden 


—mRı—I 
€ .. * » [2 “ 
Ausdrucks — FR Aber derselbe genügt ausserdem der Differentialgleichung 


Sg+mgyp=Q; 
und setzt man also 
mR} 1 


58.) —— = MK+M YAM +, 


so sind die Coefficienten M Lösungen der Gleichungen (nach (36.)) 
d’M. ‚ 2n+?2 dM, 
> = one er ee si m M, VÖ, 
dv ’ dr 


sowie, wegen der Symmetrie des gegebenen Ausdrucks für v und v,. Lösungen 


der Gleichungen: 
d’M.„. . 2n+2 dM, " 
12 -mM, 0: 


u er 

oder. mit anderen Worten, M, ist eine lineare Function. sowohl von 
F,(mt), D,(mt) 

als von 
F,(mt,), $,(mt), (98.). 

so dass in M,„ überhaupt nur vier constante Coellicienten zu bestimmen übrig 

bleiben. 

Kehren wir, um diese Bestimmung zu leisten, zu der Form 


R = yn+r'—?2rr,u 


zurück, nach welcher 





7 2 ur ! 
r,my —l | l . ı 
em Ry—i e u er 
R ZUR a urr 
r, ! » — — 2 — 
g Tr, 
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zu selzen ist. Man erhält die verlangte Entwickelung offenbar. wenn man 


"ur % 

nach Polenzen von —. —* entwickelt, und auf passende Weise ordne! 
r r 

Aber man erkennt dann, dass erstlich nur e"""—1, nicht aber e”""'"! vor- 


kommen kann. und dass zweitens von r nur gerade Potenzen vorkommen. 
abgesehen von der Verbindung wurr,. welche ausschliesslich in die Y eingeht. 
Das erstere zeigt, dass F,(mv,) in die Entwickelung überhaupt nicht eingehen 


könne: das zweite lehrt. dass vr nur in einer der Verbinduneen: 


F, (mx) +, (mr). F, (me) — P,(mr) 


n\ 
auftreten könne, je nachdem » ungerade oder gerade ist. Und es wird also: 
M,, = 6 $; 


7 


=; Ka 


n n “N 


„1 (mt,) Fan (mr)+ Pau; (mr) m’ 

In diesen Ausdrücken ist eine Potenz von m als Factor hinzugesetzi, weil 
der Ausdruck (58.) durch Division mit m in eine Funclion von mx, my, mz. 
Mm. Miu. mM3, übergeht. ohne m weiter zu enthalten; daher denn die © hier 


reine Zahlen bedeuten. Eben desweeen kann man in diesen Ausdrücken m 


vegen Null convergiren lassen, wobei. wie man weiss, der Ausdruck (58.) in 
: und AM, in Bi übergeht. Die obigen Gleichungen also. welche man 
in die eine: 

M, = C,.$, (m). m’ IF, (m) — (—1)"P,(mr) | 


zusammenfassen kann. geben dann, indem <>,(mv,) olfenbar nach (39.) in 


n 


1.2.3...2n—1 


ei ee — 
\ } J ( MY, yen l 
übereeht. für C, den Ausdruck: 


e v1) 
"—4.3...2n —1.lim{F,(mtr (—1)"D, (mr) mu 
Es kommt also nur noch auf die Bestimmung des letzten Grenzwerthes an 


Zu dieser führen die Gleichungen (43.). Denn aus denselben ergiebt sich sofort: 





F_,($J)I (2a -I)Y—1.F,( 
vr f 73 zn n u I ö nn \® 
\ F\, 4 1 \$) r u « Be ur a a 
I. : ig 
h “DD, 1 ai) —— 
FIR n—1I\») \« ] 3 Y n\»2, 
s 
daher auch: 
u} f \z N 1 
F,.1(s)—(—1)" ®,„.ı($8) 


l u 1 i | 
. } gar | IF.(s z —1 )" D, (8) \ un“ ; IF, —ı\* Dr ( 1 a P,-1($ | 
| s 





61.) 
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Lässt man nun s gegen Null convergiren, so kann man an Stelle dieser 


(sleichung die einfachere treten lassen: 


2r—+1)j 1 IF, (s)— (—1)"$,(s - IF, ı($) 1y"-Icb,_,(s)!} VÖ. 
und durch wiederholte Anwendung derselben findet sich: 
ir j i u € ey i 2(y—i 
F,(s)— (-1)"P,(s) _—___ F—&,) ed 
3:53,38 41 1.3.5... 301-4 


Es ereiebt sich also endlich: 


p) 1 
2n 
( . —— 
2y 1 
und die eesuchte Entwickelunge wird: 
„—mR;y 1 nn O9 
_ . { - on | a i . : 
(59. —— = 3 ——_ mt db (mr.)!F. (mr Ip (mu!) 
R ),/ 1 l I n f N ( 
n () “} 


Will man die Functionen f, g einführen. so wird dies: 





-mRy—I —y: 
> 
.f ı4\ 20-1 ur mr.) 
—— = (2n-+1).m’''.Tf, (mw) — Y,(mv,) y-1te"’—\Yy, 
L) \ n v0) 
(60.) 
| | „mr No—mr| l mr] l n „ l 
\ u , ( Ne ‚ emr) If — I\roe-mry—i 
ler) — 271 -p,(mx 5 . 
und wenn man das Reelle von dem Imaginären trennt: 
cosmR ER i ’ 
u m Y,| f,(mr, )eos(mr, (mr, )sin(mr,) || f, mr) sın(mr) + F,(mr) cos(mr 
3m’Y,|[ f,(mr,)sin(mt,) + $, (mr, )cos(mr,) || f, (mr)eos(mr) — , (mr) sin (mr 
-5m°’Y,[ f,(mr,)cos(mt,) — , (mr, ) sin (mr, )]| f, (mr) sin (mr), (mr) cos(mr 
im’ Y | f,(mr,)sin(mr, ) + g, (mt, ) cos(mr, ) || f, nr) cos(mr) — g, (mr) sin (mr 
sınm R un 
. u = m Y,| f,( MY, JSIn( MT, ) TV oıMT,)CoSs(mt IIEACD SINMr) -Y,(MmT)cos(nm 
3m’ Y, [f, (mr, )eos(mr,) — g, (mr, ) sin (mr, ) | f, mr) cos(mr) — g, (mr) sin (mr 
-5m°’Y,[ f, (mr, )sin(mr,) + $, (mt, )cos(mt,) || £Cmr) sin (mr) -- p,(mr)cos (mr 
+7m’Y (mr, )eos(mr r.(mr, )sın (mr (mr) cos(mr p,(mr)sın (mr 
l 3L 3\ 0 \ 0, [3 \ 0. \ V/_ IN [3 
In der ersten dieser Entwickelungen ist nothwendige vr, >r vorausgeselzi. 


Auch bei der zweiten war dies ursprünglich der Fall: da inzwischen die 
Entwickelung für x. x, symmetrisch ausgefallen ist, wird die Voraussetzung 
oleicheültig. Ein derartiges Verhalten wird übrigens von vorn herein klar. 


snmR _. RR . 
wenn man bemerkt, dass —7, sich unmittelbar nach positiven Potenzen von 


R’ entwickeln lässt. 
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$. 10. 


Entwickelung der Verschiebungen für die einfallende Bewegung. 


Um aus (59.) die Entwickelungen für die Componenten der einfallenden 
bewegung abzuleiten. muss man zunächst die Differentialquotienten des Aus- 
drucks (59.) nach den Coordinaten in Reihen entwickeln. welche nach den 
Kugelfunetionen fortschreiten; was mit Hülfe des Satzes 4. geschieht. Ich 
bemerke zuvörderst, dass die Bildung der Ausdrücke T,, 8, sich sehr einfach 
gestaltel, wenn man die Gleichungen (41.) benutzt, so wie die entsprechenden 
für die ?, welche aus jenen durch Aenderung des Zeichens von y—1 her- 


vorgehen. Denn man erhält so: 





I 0." PHIF, 1m) — (It! D, (mr) IP “ 
Fe; —— er u v—1-{F, (mt) — (-1)"P,(mt)}. 
a & y \ J/ J 
°.{F,—ı (mr) — (It ®,_,(mr)\ | 
. n 2 ) 3 \ ’ 2 wi E / l \l 
Bu u ua ner. ie. _ — Y-1.m{F,m) (A) D,(m)}. 
T oTYT F , 


Setzt man nun: 
mR | 1 


ee nn u Wie, 


> () ı 


mRy—l 


oy Se m, _ M +M, +M. 


y 
u 


2 e” mRy—l D. y: | y: 
a, ie IM‘ "—T4Eı -T 209 DOT 


PR 


so findet sich aus den Formeln des angeführten Satzes: 


/ 


m N t \ \ | )! 
M x r ı m" l, F, (mt) — ( de | Fr PD, (mr)| 








. | m’ P,;.(mt,) — — BP, (mr,). rt" 2 - 2 | 
MY = 4m’".| F,(mr) — (—1)"D, (mt)! 
0) \ % ) F 
62.) u | m’ $,..(mt,) he — P,_,(mt,). —— — | s 
C Y ( Yy r e 
Mr: = 4m"".|F,(m)— (—1)"$,(me))| 
ü | m’ PD, 1 (mt,,) 0 a —®_, (mt,) Ehe 3 - | 


Aus diesen Functionen setzen sich nach (51.), (92.) die Verschiebungen der 


einfallenden Bewegung aufs Einfachste zusammen; es wird: 





en 
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Bi . . * . k N 
für einfallende Longitudinalbeweeungen m und: 
(dl 
U= Ke'Y’"!M“+M"-+M’-+--.!, 
69.) \ l k ee | M: f M, i M,; a \ mM } 
| | BE 
W = Kr’ +4 -+M; | 
er * ” rm IR 
für einfallende Transversalbewesunsen m und: 
) 


U e’/IC0M +M +M; +--)—-B(M, +M, +M;, 


f h 


4) = EN YAM HE HM + )— CM +M+M4+-)!. (m 


W— e/=!B(M“ + MM; -+.-)—- A(M}+M} + M} 


wodurch die in Rede stehenden Entwickelungen zeeeben sind. 


g. 11. 


Reflectirte Bewegung für einfallende Longitudinalbewegungen 





Die rellectirten Bewegungen erhält man in den Gleichungen (47.). (48. 
ausgedrückt durch die Functionen P,, 0,. T,. Um diese letzteren zu bilden. 
hat man in den Ausdrücken der U, VW, W zunächst r=e zu setzen. und den 
Factor e'’'"" auszulassen, sodann aber mit dem Reste diejenigen Operationen 
vorzunehmen. welche in den Formeln (21.) die Functionen p,. q,. I, gegeben 


haben. Setzen wir der Kürze weoen 


/ Bi . — = A 2 . 
\ : -\a/ a ae A \ ) 
6» 
| k ni I h; € he w / hr \ 
IB, 4) IRS)--1rB 8). 
” da t ad / dad A 


so hat man in (21.) also für «,, e,. w, die Ausdrücke einzuselzen: 





r Ö 4 1 ) In-H-1 Ü } n I \ 
k (« +ß,r Ä R 
N ( x I [ ( x pin l ) 
> oO 2. 1 A In 1 ( } ! 1 
Klo, aan & Ur), 
\ oy oy r“ 
r olYarı I „2n+1 oO Y, R 
K\o,——+Pp,r"" - u di 
02 oa 1; 


um diejenigen reflectirten Bewegungen zu erhalten, welche aus den einfallen- 


den Longitudinalbewegungen hervorgehen. Bemerken wir nun, dass 


iD An = 1) 0. 


RD 
6 3 “ 
. 
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dass ferner Y,., und 


per 


nungen »-+1 und —x sind; bemerken wir as; dass der Ausdruck 


ei gr ee: ow 5) 
Mh >. 
oy 03 ry 


immer verschwindet. wenn 











ol E: ü. 

u = +f(r, Y)- 
A k 

N Be, un) " 
Oy Oy 
OP, or 

AR - Se WW) — p ’ 
0% O3 

wo g, ı beliebige Functionen bezeichnen, — so ergiebt sich sofort: 


| 0. = K.Pp,. Bi 
Pan = Ka Kan 
\ T - V. 


n 


(65°.) 


Hiernach verschwindet von den Ausdrücken B,, D,, F,, welche durch 
bestimmt sind. der letzte vollständig, während die beiden anderen mit 
portional werden. Setzt man sodann 


65) B,=(Aa+1)y-1KY,<-, D.=y-1KY..S-. 


homogene Functionen bezüglich von den 





Ord- 


(48.) 


pro- 


wobei die B. 7, N constante Coeffiecienten sind. so erhalten die «,. e,, w, 


die Form: 








" | Oo E 4 2) J Y, un 
4 a Ke*!' —1 O, Ber L 4 0, ya 1 > 1 = = ! . 
n OX OL rn—l \ 
66. vo, = —Ke' 10. —a rt — I | . 
oy oy rn—| 
Burn kty—ı) Ö Ya+ı 4 PER. RE 
w„ = —Ke Gi ale r Du set 
die o,, o, sind Functionen von r allein, nämlich: 
rk rk 
| D, —) B.114 14 -D, (— )& ee 
le. u N ' 
(67.) | se 
\ .) 2 . 
| k” rk k" rk An ei 
u; —+D, —)- Ba 72 ..( fr )= 
i a a b b. n 
( - 





ni . T 
N n—l1 
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und die Constanten B, 4, N haben die Bedeutungen: 
kEN\ DE: 

he — + \D_,{ 
B, pP N ).(2 ) En -(F,, =) | », \ m )) p I\ b 
ke N / ) RE 

I muessen | )J« | 
rl: (- )—| P, I\a J P, I\h 


N 


A, ID, % 2). & % gi p? 'F, ‚( = )», ’ ) F ge ) ( ) | 
CHEN DEE E ED) 


Der zweite dieser Ausdrücke lässt sich inzwischen leicht noch in einer viel 
einfacheren Gestalt darstellen. Aus den Gleichungen (58°.) ergiebt sich 
nämlich sofort: 


D) 
N- MR 1 / y y 
(Ds), s)+ PP, ı(s)F.(s 


Ss ä 


F, l (s ) D, t-] \ s) auge D, 1 ( Ss) F, 


Aber aus denselben Gleichungen folgt auch: 
l 


F, t ( Ss ) »D, ( S | PD, 1-1 (s ) F\, | s ß s IF, ( $ », l S j 1 »D, S F, l S 
7 / / Ss“ \ J 
oder durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung auf sich selbst: 
! 1 2 
\ 68"'.) F, i ($) D, ($) - D, Ru s)F,(s > FF S D, $ u. D, S F,(s ; ° 
/ , / g-n / [C 1 


und also auch: 
2.2 1.3 | 


7 / / \ > [ > 
F._ ı\S) D i \$ ne BD, I\ 5 / n--1 S PITR In- + 


n 
Ss 


Man erhält daher. indem man diesen Werth in ./, einführt: 


_. bu} b? Ya, (ke 
(69. A, = (nl rl) Bl 5 )-1 


Die Gleichungen (66.) zeigen, dass die reflectirten Bewegungen. welche 
nach irgend einem Punkte x, y. z gelangen, in derjenigen Ebene enthalten 
sind, welche durch diesen Punkt selbst, durch den Erregungspunkt und durch 
den Kugelmittelpunkt gelegt wird; was von vorn herein wegen der Symmetrie 
welche in Bezug auf die Verbindungslinie der beiden letzt- 


bei einfallenden Longitudinalbewegungen stattfindet. Um 


zu erwarten war, 

genannten Punkte 

aus der Gleichung (66.) dies Verhalten abzuleiten, bemerke man nur. dass 
y, z in den Y nur in den beiden Verbindungen 


2 


EN x: wu 
(09.) r=ye+y+2z, T=c204+YyYyo+ 320 
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enthalten sind. Setzt man also 


7 = Keva! 0, SE +0, 1 N, 
3, = — Kenn, ar, m Ehe) 
rO7 ro? r 
so nehmen «,. v,. w, die Gestalt an: 
u = HU +22, 
v, yHI-+y2,. 
vo. = 3, 11,.+32,, 
und setzt man 7/7 = Ih, +1], +. == 2,+2,4--, so ist ebenso: 
= nt, 
v = ylI+y2, 
ee = .., Hs 


woraus die in Rede stehende Eigenschaft sich ohne Weiteres ereiebt. 
Andererseits sondern sich die durch (66.) dargestellten Bewegungen 
sofort in zwei Theile. deren einer die Coeffieienten B enthält. während der 
andere die 7 enthält. Die im ersten Theil enthaltenen Schwineunsen haben 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a*), führen Verdichtungen und Verdünnungen 
des Mediums mit sich. und lassen sich durch loneitudinale Beweeunsen aus- 
drücken. Für die anderen. welche mit der Fortpllanzungsgeschwindigkeit 5 
beoaht sind. verschwindet der Ausdruck - aß u . es finden weder Ver- 
diehtungen noch Verdünnungen statt. und die Schwingungen dieses Theils 
sind in transversale Bewegungen auflösbar. Die letzte Art der Bewegung 
kann ebensowenig wie die erste Art jemals vollständig fehlen: und man er- 
kennt daraus. dass die Refiexion longitudinaler Wellen an einer Kugelfläche 


niemals geschehen kann, ohne dass, neben den reflectirien Longitudinalwellen. 


kr 


e ; kr . . , yv—i > 
Da nämlich die ®, (—) den Exponentialfactor e @ enthält, so haben die 


r 
Be EEE M a 
hetreffenden Glieder den Factor e .) _ cos( kt — -) -y—Asın (kt -- 
\ A 


a," 
welcher einer Welle mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit a entspricht. Ebenso 


r 
zya 
b 


a ME x k(1— 
haben die anderen (Glieder den Factor e 


- =. 
_.- 

- 
wi 
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auch refleclirte Transversalwellen sich bilden, welche sich mit der den Trans- 


versalwellen eigenthümlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit ausbreiten. 


$. 12. 


Reflexion einfallender Transversalbewegungen. 


Um die refleclirten Beweeungen zu beslimmen. welche entstehen. wenn 


die einfallenden Bewegungen durch (64.) dargestellt sind. bemerke man zu- 


nächst. dass die »'" Glieder der Ausdrücke (64.) die Gestalt haben: 


era elle ent Te) 
U,= e'ta,(t —H _ BE) HB, ZB Zu). 
Y S yı 02 3 
tı \ ( 4 l y C # ı\ F ( 4 l ’ ( } 1 rt 
Vet la, ATTH—( )+,(A- ( 1) yan+t) 
03 ox / 03 rr—1 or r!/ 
kiy—1) ‚Ola4 oYu+ı\ 0 Te u ft 
W.=e' 0, (B — A- ) (B l 1-7 
_” OL oy di or r*7! oyı 


wo die Coeflicienten @, 5, wenn man zugleich r = & setzt. die Bedeutungen 


annehmen: 


en IC) -1r6.( he.) 


ke ke ! A \ 
2 F ( - \)« 5 
= HG) RD-IEN-: 


dieselben unterscheiden sich von «,, ?, in (65.) nur dadurch. dass b an die 


Stelle von a gesetzt ist. Um nun hieraus die Ausdrücke für P,. 0,,. T, zu 
bilden, hat man nur in den Werthen von U,, V,, W, den Factor e' ' aus- 
zulassen und den Rest an Stelle von ,, ®,. ww, in die ER 21.) einzu- 


führen. Mit Rücksicht auf die bekannten Eigenschaften der Y ergiebt sich dann 


= el, 
n . 
&, 
(71 ) \ MR. — 2, 9 
n--1 
T u m_Prx 
n n a n n n 


X, bedeuten dabei die folgenden aus den }, abgeleiteten 


„ 


und 2. #7, 


Functionen: 
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By Z=|B y 9, (vgl. (69.)) 





u 
[| 
> 
— 
IR) 
[A| 


3.) ww — A lası ı B Yazı POKALE 
) 0X ( y 0% 

j v OÖ # BE, % 172 © A 

aa +By +( z) Be -Aru+ by, i ( Zu) SEE . 


ror oT 


n+l ; n—1 > n—1 ‘ n—1 
7 ( i N “ FE B B 7 a en T ( 7 uw u ) 
oX oyı 





Z pin l i 02 a 
f ! F ) e Y l N f Y , © # l 
(Ar-+ By+Cz)r" — —— + (Az, + By + O3) r — 
a oT 


Führt man nun die Ausdrücke (71.) in die Gleichungen (47.). (48.) ein. 


welche die rellectirten Bewegungen angeben. so wird 


und es findet sich für «,, ®,. w, die Form: 


N rl se; l , ! ’n--1 CO 8, l 
u —e 0, ——— - >— 
| os | DE ai 





er) 1), ! o8, I ( } 1 c 2, l 
? — 0, ——— +0 — — 
n vn ( y ı 7 oy pin 1 





kt) _,) o8, i I 2nı © S2, 1 
w — ee 70, ——+0,r I er 
nn I“ n x ı n 02 rin—l 
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Hier sind «@,, 5, die durch (70.) definirten Constanten; o,, o, sind Functionen 


n \ F 


von r. welche den o,, 0, (67.) ganz analog sind: denn es ist: 





’ rk \ / vh h / 
D,{ :B, DD R 
"TB ) a \ 7/7 at 
% n N, 
ar / 
(4. | ' 
| / ’ D [2 )-B, fi | D,( VA \, l, l 
: d ad b b/ 7 
0: — 
: 


Die Grössen B,. 4,, N, endlich sind constant. und zwar behält der Nenner 


N, genau die Bedeutung. welche in den Gleichungen (68.) ihm beieelee! 


wurde. B,. 7, aber erhalten die mit B,. -/, in gewisser Weise analoven 


7 i 


Ausdrücke: 





(=) n I 2 
.( 
| kr i b b f Eh \ f eh / Eh Fr& f 
B ı DJ Br 4 VOR u.a E& | ‚FF | u, ; \F | 
\ £ \5J n.n—-1 EEREN m / 1\ b ) D, ı\ b IF, I\n, 
Zn 1 ab’ /kt 
; D\ } I. 
75. n.n—1 kie"t* "\b- 


l 


| f kr, ke" \ bh‘ . / he \ N hie y HR 
4. Ka b z ty (F, ı\ b ) | P, ( b ))P» I\ıa/ 


/ 


u = ; ke \ ke he 
(HF \ ) Due ( )) D | 1}. 
arıyeHı\7 I) PN 
Die Gleichungen (73. )—(75.) enthalten vollständige die Lösung des Problems. die 


Bestimmune der relleelirten Beweeuneen bei einfallenden Transversalwellen 
Vereleicht man die Ausdrücke (73.) mit (66.). so erkennt man in den beiden 
ersten Theilen der reehten Seite eine formelle Aehnlichkeit. In der That bestehen 
auch hier diese Theile einerseils aus Gliedern. welche Schwineuneen von der 
Fortpllanzungsgeschwindigkeit @ darstellen. und in Longitudinalwellen aul- 
lösbar sind — es sind die mit den Üoelfieienten B behafteten Glieder 

während andere. die mit den / multiplieirten. Bewegungen von der Forl- 
pllanzungsgeschwindigkeil b seben. und in Transversalwellen auflösbar sind. 
Bewegungen. bei denen die Dichtigkeit nirgend geänderl wird. Von der Arl 
dieser letzteren sind auch die Beweeuneen. welche durch die dritten Theile 


der reehten Seiten in (73.) dareestellt werden. denn auch sie enthalten den Factor 


en at I ur ce : ’ ’ 
Pr 6) .„ und haben also die Fortpflanzungsgeschwindigkeil b. Diese Schwin- 
sind noch insbesondere dadurch ceharaeterisirt. dass der aus ihnen 
-z offenbar verschwindet. d. I 


39 


sungen 
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dass dieselben an jeder Stelle senkrecht sind gegen den nach dem Kugel- 


mittelpunkt gezogenen Radius. 
Man sieht. dass auch hier im Allgemeinen immer neben den rellectirten 


Transversalwellen reflectirte Longitudinalwellen auftreten. Aber es giebt einen 
einzigen Fall, wo solche Wellen nicht hinzutreten; dieser Fall. welcher von 
besonderem Interesse ist, soll im Folgenden näher betrachtet werden 


$. 13. 
Untersuchung des besonderen Falles, wo die einfallenden Transversalwellen keine 
reflectirten Longitudinalwellen hervorrufen. 

Am Ende des $.8 ist dann erinnert worden. dass die einfachen Trans- 
versalwellen, wie sie durch die Gleichungen (52.) dargestellt sind. die Be- 
weeungen keineswegs nach allen Seiten gleichmässig verbreiten. sondern dass 
sogar eine bestimmte Richtung existirt, in welcher überhaupt gar keine Bewegung 


entsteht. Diese Richtung ist dadurch bestimmt, dass die Cosinus. welche sie 
gegen die Coordinalenaxen bildet, den Constanten A, BD, C proportional sind. 


Es sei nun erlaubt, diese Richtung der Kürze wegen als Are der Bewegung 
zu bezeichnen, eine Benennung, welche durch folgende geometrische Betrach- 
tung gerechtfertigt wird. Denken wir uns nämlich eine Kugelfläche mit dem 
constanten Radius A um das Centrum der Bewegungen beschrieben. und be- 
trachten die Bewegungen der auf dieser Kugelfläche befindlichen Punkte. 


Fällen wir von einem Punkte x, y, 3 dieser Fläche ein Loth 0 auf die Axe 
und, nachdem der Punkt die kleinen Verschiebungen «, ve, w erfahren hat, ein 
dasselbe liegt mit o in einer Ebene, da nach (52.) wegen der Gleichung 
aA+evB-+wÜ = Ö 
die Verschiebungen gegen die Axe senkrecht geschehen; und sei Y der un- 
endlich kleine Winkel beider Lothe gegen einander. Die absolute Grösse der 
Verschiebung ist also, da g sehr klein ist, 0.9, während 
2 FREE 2 mn _ (Aa n)+Bly-N)re@—%)) 
oe" = (820) Hy yo) HRS) = IB LO EL 


zweites 








Endlich sind die Cosinus, welche die Verschiebungsrichtung mit den Axen bildet: 
CYy—y)— BE) 

0.yA’ a MW; 

AG) 0 — dc, 

0. YA’ - HB’ Bor 
Ba) - Ayy) 

o.yA’- p® 10° 





’ 
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und indem man also die Projectionen der Linie o.y auf die Axen bildet, er- 
hält man: 


N U CL Y £ Y) B(z un 


m + op, 
. yA "r B + ( ü 
A Z N ’ 
Al er. "aha AN 
vA’+B’+C 
w — Pe==) Ay) 


‚242,6 


Vergleicht man dies endlich mit den Gleichungen (52.). so ergiebt sich: 


kR 
YA’ HB’ +0 © e Br kty—1 
A ne en | 
f R OR R ‘ 


Die Grösse g ist also für alle Punkte der Kugelfläche dieselbe. und 
man darf sich daher die in Rede stehende Bewegung so vorstellen, als ob alle 
einer solchen Kugelfläche angehörigen Punkte eine feste Schale bildeten, welche 
um die oben als Axe bezeichnete Linie oseillirt. Der ganze Raum erscheint 
dann in solche Schalen getheilt; die Schwingungsdauer ist für alle dieselbe. 
und die wellenartige Bewegung besteht darin, dass die äusseren Schalen immer 
später die Bewegungen der inneren Schalen. mit gleicher Schwingungsdauer 
aber abnehmender Amplitude. wiederholen. 

Bemerkt man nun. dass in den Formeln für die refleclirte Bewegung 


die Funetionen (2 sämmtlich mit dem Factor 


A zz 
| | 
By W 
1) 

CE 2 


behaftet sind. welcher verschwindet, wenn 
ABC sh: 

so ergiebt sich sofort. dass alle aus den 42 entspringenden Terme der re- 
fleetirten Bewegung verschwinden, sobald die Axe durch den Mittelpunkt der 
reflectirenden Kugel geht. In diesem besonderen Falle giebt es «also unter 
den reflectirten Bewegungen keine longiludinalen. Und die Schwingungsrich- 
hingen der reflectirten und einfallenden Bewegungen werden für jeden Punkt 
identisch, da beide stets gegen die durch den betreffenden Punkt und durch 


ie) 


die Axe gelegte Ebene senkrecht sind. 


32 * 
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In der That. setzen wir 











m » ! 7” u) 
(76.) A=K:- B=K-2, C=K-. 
an N, { 
so ergiebt sich aus (72.): 

arr T e Y, 1 © Y. ! 
r . K: 7 - N) m 5 ( . 

77 Tr, or oT 

\ $ u ee T ri" Oo .: f 9 oY.- ı 1 
re _- K ® u  - “Er 5° a Ve \ ” 

r Eu: 5 or 


und ferner, da 7, X nur noch von r, r abhängen, die Differentiation nach r 
aber für die Ausdrücke (73.) offenbar nur verschwindende Terme giebt: 








rk 
u 
b Un O n Pn oX, | 











ky—l 
u. = e (zy, —Yy20)'- —— 
n 9 7920 ek\ In-+1 or n oT 
@|—— 
b 
| 
I 
7 \ MV / \ 1477 n oA, ! 
08.) u (230 — 320)" eh Fr oT en w E 
D, —) | 
12 RER 
0. ee TI. (ya — a | a EP Pa EAunt, 
a -K\Ykyımı Yu)“ = nt 1 n OT > 
ol 
Gleichungen, welche die Gleichungen 
„ze +tv,ytw2 =(, 


4, + 9%, yo + w,2, = 0 
nach sich ziehen, und somit die oben erwähnte Eigenschaft darlegen. 

Die Gleichungen (78.) lassen sich noch einfacher darstellen, indem die 
Functionen 7, ,,, A,_, in der durch (77.) gegebenen Form sofort auf die Y zurück- 
führen. Es ist zu diesem Ende nur nölhig, die partiellen Differentialgleichungen 
aufzustellen, welchen die Y genügen. Die erste derselben erhält man sofort. 
indem man bemerkt, dass Y, eine homogene Function '” Ordnung von r und 
r ist; man hat daher nach den allgemeinen Sätzen über homogene Functionen: 


9) ne rer. 


or OT 











Ferner ist aber = — P"(u), wenn u= es und da die Function P(u 
0 0 


der Gleichung 





oPW) (u) | 


o u 


Ta E # 
0 — n.n+1.P®(u)+ | (1-10) 
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senügt, so folgt für Y, die Bedingungsgleichung: 


f i \ er ._4 © I + © Y n B 
80.) »n.2+1.Y%,+— | (rn -r)— | 0. 


Os 5 oT 
Mit Hülfe der Gleichung (%79.) giebt man derselben leicht mannigfaltige For- 


men. unter denen ich nur folgende anführe: 








© Y Hy. u; 
Sep I)rz -+2n 7 — (a —1)rr- ErCu V. 
Ä Oo  :: . 2 I, mn oY, 
(S1 .) * ZZ 7 - 7 Arie - \ 1 z e m (, 
orirr, or or) m 
| Bere u ou) a4 o Y, j 
— ii —— — ——+rr I — 7 0 
oT I r or r" l ' Oo T E 5 Pr. er r" 


0 


Aus den beiden letzten Formen gehen mit Rücksicht auf (77.) sofort die Glei- 


chungen hervor: 








p I 0} 
© n K n c n--1 
a un — iz — i- EEE - 

oT rr, or 

oX, . m" 0 Y,-ı 
oT f ( ’r gr 


3, einführt. so ergeben 


Wenn man jetzt diese ange so wie die von @, 
sich endlich für «,, v,, w,„ die folgenden Werthe: 


U. = Ke'’"'(zy,- Y 5): , 
(81“.) ©, = Ke'"(23,—32,).H,, 
| 0 == Ke*'! uf ( yE, ei CY,) . H, . 





Wo 
| „(8 
fa: 
\,= 1(#) Beh b |F, en - af 2) 
esse re 
In Y 


Se & ye ar at U . — en 1. 


\ 


Ganz ähnlich wird für die einfallende le nach (62.). BR 





| U, = —- K'"(zy—-y2).J> 
(83.) V„ = -KE'"(23,—3%,).J,; 
| W, == — Key —xyo)-Jr- 
wo 
k ” -1 (= 
J — d. F, Br 1 . », u Sg 
84.) DRIN) 





5 kr, ar kr, 2 
in, SA 1 ( 5 )- —; et. 


u rr, 
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sobald v<r,; und man sieht ohne Weiteres. wodurch die Rechnung verifieir! 
wird. dass für v=e auch J,= H, und also 

uU =R v,+V.=0. vo, + W.=d®. 

Die Formeln (83.) gelten nicht mehr, wenn r —>r,. In diesem Falle hat man 


in der Entwickelung (59.) r mit v, zu verlauschen; und indem man dann mit 


[2 


— 
n i 


Hülfe des erhaltenen Ausdrucks und des vierten Theorems die Entwickelungen 
der Ausdrücke (52.) bildet. und zugleich für A, B, C die speciellen Werthe 


(76.) einführt. erhält man: 


U, = Kay, —y3).J,; 

(85.) R — Ke' (23, —23%,).J,, 

\W, = Ke'""ya,—ay,).J,; 

wobei 
IR \2nl vi \ | k” kr N oY 1 
J 1 me \ ı$D f n ra ( A (= 0) ve Br \n I Dh. ( 0 er 
S6 \ =\b/ "\b A b“ Fur Bu” 1) Pur b ) rr,or 
( ). \ 


| kr i kr 0 L- 

(m (4 \- 'd ds ")) Rn» hei en | , 
b J \ 2 -\B r, or pin ä 

Die nothwendige Uebereinsiimmung der Ausdrücke (85). (85.) für r = nr, wird 


mit Hülfe der Gleichung (68°.) leicht auf bekannte Relationen zwischen den 


Pu) zurückeeführt. 


$. 14. 
Einführung von Erregungspunkten, welche, auf einer Kugelfläche gelagert, 
die reflectirten Bewegungen hervorrufen. 

Die allgemeinen Lösungen, welche in den vorhergehenden Paragraphen 
enthalten sind, kann man noch unter einem anderen Gesichtspunkte darstellen. 
indem man stalt der reflectirenden Kugel sich beliebige Oberflächen im Innern 
derselben gelegt denkt. und diese mit Erregungspunkten dergestalt belegt. 
dass die gewählten Erregungspunkte für sich genau dieselben Bewegungen 
hervorrufen würden, wie die reflectirende Kugel. In solcher Weise ersetzi 
man. wenn statt der Kugel eine spiegelnde Ebene gegeben ist. die Wirkung 
derselben durch Annahme eines einzigen Erregungspunktes, des Spiegelbildes. 
Ein solcher einzelner Punkt genügt nun im vorliegenden Falle nicht mehr: 
man bedarf deren unendlich viele. und weiss nur. dass alle diese Punkte. in 
welchen einzelne Theile der zu substituirenden Bewegungen unendlich werden 


können. sämmtlich im Innern der Kugel. d. h. ausserhalb des bewegten Mediums. 


anzunehmen sind. Durch eine solche Darstellung erlangt man den nicht 
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unwesentlichen Vortheil, ein von vier Veränderlichen abhängiges Problem 
auf ein anderes zurückzuführen. welches nur zwei Variable enthält. die 
beiden Coordinaten, durch welche die specielle Lage eines Erregungspunktes 
auf der Oberfläche bestimmt ist. Wie man die Oberfläche. welche von solchen 
Punkten gebildet werden soll, annehmen will. ist von vorn herein beliebig: 
doch ist es durch den Charakter der obigen Entwiekelungen. wenn man nicht 
in unabsehbare Rechnungen gestürzt werden will, bedingt. sie als eine Kugel- 
läche anzunehmen, welche der gegebenen concentrisch ist. Der Radius dieser 
Kugel ist dann im Allgemeinen noch willkürlich, doch so. dass eine unendlich 
grosse Anzahl disereter Werthe ausgeschlossen ist; diejenigen nämlich. für 
welche einer der Ausdrücke 
Fre), 2&)--1r2,(M) 

a Pe q- b bi © 
verschwindet. Auf einen Umstand ähnlicher Art hat schon Helmholtz (dieses 
Journal Bd. 57, p. 24) aufmerksam gemacht. 

In den oben entwickelten Problemen bestanden die refleetirten Bewe- 
sungen zum Theil aus longitudinalen, zum Theil aus transversalen Schwin- 
gungen; oder. was dasselbe sagt, zum Theil aus Schwingungen von der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit a, zum Theil aus anderen mit der Fortpflanzungs- 
veschwindigkeit 5. Ebenso werden also von den zu substituirenden Erregungs- 
punkten beide Arten von Schwingungen ausgehen müssen; und man wird 
also von vorn herein die Aufgabe theilen können, indem man zuerst Er- 
regungspunkte sucht, welche, Longitudinalschwingungen aussendend, im Stande 
sind. den ersten Theil der reflectirten Bewegungen hervorzurufen; sodann 
andere, welche füglich auf einer anderen Kugelfläche angenommen werden 
können, und welche, transversal schwingend, den anderen Theil der reflectirten 
Bewegungen darstellen. 

Der erste Theil der Aufgabe ist immer sehr leicht zu lösen. Der von 
den longitudinalen Bewegungen herrührende Theil der Geschwindigkeilen hat 
ein Potential; sei dasselbe 

M= M+M;+M;-+--- 
Ein solches Potential kommt auch den zu substituirenden Erregungspunkten 
zu. und zwar ist dasselbe eine Summe von Gliedern wie 


Kl 1 (t- —) 


K.e 





R 
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Man hat also nur die Entwickelung der aus solchen Gliedern gebildeten 
Summe oder des entsprechenden Integrals dem gegebenen Geschwindiekeits- 
potentiale gleich zu setzen, um die Vertheilung der Erregungspunkte zu finden. 

Der zweite Theil der Aufgabe fordert einige vorbereitende Betrach- 
tungen. Die Transversalbewegungen,. welche won den zu substiluirenden 


Erregungspunkten ausgehen. haben immer die Form 





oM“ oM:' 
u = un" ra 

| oy z 

j UL f 
Br Mm“ _ oe 








wo M“, M', M" (vel. (52.)) Summen der Form 


', R 
ana, 
R 





sind. Aber in dieser Form erscheinen die entsprechenden Theile der reflec- 
tirten Bewegungen noch keineswegs. obgleich sie immer. und zwar auf un- 
endlich viele Arten. derselben fähig sind. Ich werde also zuerst zeigen, wie 
man eine. irgendwie gegebene, Transversalbewegung auf die angegebene 
Form bringt. Diese Aulgabe ist natürlich nicht vollständige bestimmt: ist sie 
aber auf die allgemeinste Art gelöst. so giebt sie sofort die alleemeinste Ver- 
Iheilung der gesuchten Erregungspunkle. indem man die gefundenen Funelionen 
HM“. MM, M" denjenigen gleichsetzt. welche durch die Einführung der Er- 
reeungspunkte sich ergeben. | 

Die rellectirien Bewegungen. deren transversaler Theil hier allein be- 
irachte! werden soll. sind oben in der Form (19.) ausgedrückt, mit Hülfe der 
Funetionen q,, P.. t.: und es zeigt sich sofort aus (22.) — (24.). dass für 
die transversalen Theile diese Functionen die Werthe haben: 

















| chH, 
( mE, 
| I n--1 vor 
l C 
1 
= — — (HM, 
BE u‘ 
S4 
| { l (OT... l oT, ; an z ı\ 
, n—+1.2n-3N\ ca ou a 
’ l r 7 . 
pin / ( Mn. FE ER ( N‘ 
a nt as nee Tr ) 2 a re 3 
nen —1\or r"” oy rin | 0; ram 
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wo 
| | 1 1 rom“ OMEN. rom“ Om“ öM’  OMEN\) 
8) M= „2 -—)+9l = -—){ z(- -——)|. 
2n +1 oYy 02 \ 03 Or ox oy /) 
wo endlich, für jeden der oberen Indices «, ve. we: 
dc ’ ii air 1 oM, 
89.) T,= —- — S,-=---— 
we or r ot 


Die vorgeselzie Transformation besteht nun wesentlich darin. die alleemeinsten 
Werthe der Functionen J//, MM), M anzugeben, welche aus diesen Gleichun- 


ven hervorgehen, sobald q,. p.. {, als bekannt angesehen werden. Hat man 


jene Werthe gelunden. so ist solort 


M“ = My +M" +Mf -+- 
M'" = My +Mı 


und die gesuchten Funclionen sind damit. nach Kugelfunctionen entwickelt. 
vegeben. 

Aus den beiden ersten Gleichungen (87.) erhält man zuvörderst. indem 
man den Differentialquotienien von A’ eliminirt: 


np" —U.n-—+i.gq 
(90. ) M, = — _—.. 
: 2n 1 
Da auf diese Weise M, bestimmt ist, so bleibt die letzte Gleichune (87.) mil 
(88.) zur Bestimmung von M/, M/, M übrig. Ich denke mir nun aber diese 
drei Functionen in die Form (19.) gebracht, welche drei Kugelfunetionen x" 


Ordnung immer annehmen können, und setze: 








mn coH, E- , On--1 © du | 0G, ( (7, 
\ cz” 0 oy a; 
BE ic 0G 0@, 
\ 91 & \ M — u ns T e ’ te 2 - E Es LI 5 — - Pr N 
' oy DE 0% 0X 
N >H m) J IG 7G 
| ww r5_ OHn--1 I „znti C n—1 OU, r OUn 
| M, Az ra ä. 4 RP ain- m I Y ge Ei v 4 ‚ ng 
O% 02 I ca ( Y 


wo J,_. @,, H,,ı Kugelfunctionen respective der (»—1)'". »"’, (»-+1) 


Ordnung bedeuten. Führt man diese Werthe in die erwähnten Gleichungen 


ein. so gehen diese in die höchst einfache Gestalt über: 
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- n.n +1 
u de FF nie 
92. A J 
| f 1 oH, 1 o(rr+ °F) 
72 = ee or 


Aus diesen Gleichungen ist @, sofort vollständig bestimmt; und zwar wird 
nach (90.) 


(93.) (7, 32 Pu a Y , m, : 


n-1 n 


von den beiden Functionen J,, 4, aber bleibt eine unbestimmt, während die 
andere sich linear durch diese und durch #,, mit Hülfe einer nach r auszu- 
führenden Integration, ausdrückt. 

Durch die Formeln (92.). (93.) ist das Hülfsproblem gelöst. Indess 
vereinfacht diese Lösung sich noch sehr wesentlich, wenn man die besondere 
Form berücksichtigt, in welcher die reflectirten Bewegungen auftreten. Ver- 
oleicht man nämlich die Formeln (45.), (46.), in denen die betreffende Gestalt 
der Functionen p,, g., £, bereits hervorlritti, wenn man nur die A, (€, E ver- 
schwinden lässt, so zeigt sich, dass die den Transversalbewegungen ent- 


sprechenden Theile dieser Funetionen die Form haben: 


|. Pr ı,D.. a 


rk = k? v- 
Br) . 1 ARE: „)° Fan Deal App 


ir = D, n, er} —] -F, i 


\ n 





wo D,, F, Kugelfunetionen mit constanten, d. h. von r unabhängigen Coef- 
licienten sind. Eine ähnliche Form haben die Functionen M#, M;, M“, 
welche durch Einführung der Erregungspunkte entstehen; denn dieselben 
setzen sich zusammen aus den »“" Gliedern einer Summe von Entwickelungen 
der Ausdrücke 


kRy—ı 


I 


e 





y) 


und eine solche Entwickelung wird, wenn der Index ; sich immer auf den. 
im Innern der Kugel liegenden, Erregungspunkt bezieht, dar; <r, nach (59.): 
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kARY—1 


94°.) R = & 


kt] 
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Also auch M}, M; 


u e . Pe kr 
„„ Mi% bestehen offenbar aus einem Factor e"'',. (= 5; 
u; 
und einem anderen, welcher eine Kugelfunction »'” Ord- 
Nach den Gleichungen (91.) gilt dies sofor 


J,_', nur dass die Kugelfunction 
und man kann also setzen: 


von r unabhängigen, 
nung ist. 


auch von @,, H 


n-+-1» 
immer von der Ordnung des Index 


wird. 


7’ ld, BE gms 


u. ' kr 
(95.) H, go ev (FI 


" a et! —1 ‚PD K= )eö, 


Führt man nun die Ausdrücke (94.), (95.) in (92.),. (93.) ein, so findet man: 


pr (9 er #2) Br, k: 5 Bl), 


N. n- 


96.) 


” (& ), a ’ oD._ en | 4 a 3m, n) 


a 
r 





Jetzt bemerke man die Fundamentalgleichungen, 


welche sich für 
(41.) durch Verwandlung von y—1 in 


| die 5 aus 
— y—1 ergeben: 


—1 dd,( 
&,.(s) y—i dp OB 





so wie die hieraus oder aus (43.) folgende Gleichung (98°.): 


DS) @n+Ny—1PıC) 


s” 





Durch diese Beziehungen gehen die Gleichungen (96.) in die einfachen Glei- 
chungen über: 


rt 2n-+1 
In T n.n +1 
h“ n 
d + bh? h, SER —F,y—1. 
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Und dies eingeführt, hat man nachstehende Ausdrücke für M/, M,, Mi: 


n 




















NM — ektv-i .b Er \. er RE 2n - ah © Er er yare) 
a BPBpETer ne | n.n-+1 dr 
oh, 1 n-+1 1 e An—ı ! 
or j b’ OX par 5,» 
FR 2 kr | o F an 1 oD oD 
ty ! 2n-+-1 n—1 4 ı | ’ n 
HM = er en A 5° 
u, b oy r“ n.n--1 03 OX - 
1.) ä >; 
oh, 1 ’n-t-1 k“ 6, hu. ı! 
oy b’ooy ei)? 
TER erio= a el ch f kr ) „nl 0) Bi / 2n 7 | [ oD, oD, \ 
DE a e . n eo ‚? u BR, PN : } BE \ Y u vr au. } 
b a n.n--1 \” ox oy/ 
( h, 1 n--1 k" © h, 7 
02 ME 


wo die A, willkürliche Kugelfunetionen x' Ordnung mit constanten Coel- 
licienten bedeuten. 

Um die entsprechenden Rechnungen für die Longitudinalbewegungen 
ebensoweit zu führen. braucht man nur die Gleichungen (23.) zu beachten. 
Für den longitudinalen Theil der Bewegungen folgt aus denselben: 





” 1 oM, 
I. = Orr 

n3 1 Bu: u 
Ppı = 2% EEE ur Fo ° 


und aus beiden Gleichungen zusammen: 
M, _ Pi + nV: 
\Wendet man sich nun zu den Gleichungen (46.), indem man die A, C, E 


verschwinden lässt, und nur die den Longitudinalbewegungen entsprechenden 
Glieder beibehält. so bleibt: 








ib ky—i hr ki, 
In 7 Bi Na? JG )e 
oe kin T\ Hy—, 
ke Shin: or Ä 
und man hat also: 
Vv- „kt ı 3 (hr 
Me (I ©.) 


\ber die eingeklammerte Grösse ist nach (58°.) FO Anderes als 
Qa+1)y—1.2,(2); 
und dies eingeführt giebt endlich: 
(98) M,= —B..2,(Z)e. 








Kugelfläche. 
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$. 15. 
Bestimmung der Vertheilung von Erregungspunkten auf der substituirten 
Kugelfläche. 
Nachdem im vorigen $. die reliectirten Bewegungen in geeigneter Form 


dargestellt sind, bleibt nur übrig die Bewegungen der Form nach zu bestimmen. 


welche von den Erregungspunkten selbst herrühren sollen. 


Bezeichnen wir durch do das Element der mit dem Radius r; be- 
auf welcher die Erregungspunkte sich befinden. Man 


schriebenen Kugellläche, 
kann dann annehmen, dass die Intensität der von do ausgehenden Bewegungen 
einerseits mit do selbst proportional sei, andererseils aber eine Funetion der Lage 


von do auf der Kugelfläche werde. Mit anderen Worten, die von do aussehenden 

















Longitudinalbewegungen mögen durch die Ausdrücke dargestellt werden: 
k) (1 =, 
ee nn Udo, 
OXx R 
R k} -1(t —) 
© e ” "(i) 
dv = — ————Kdo, 
oy R ’ 
© e d 
dv = isn EC) 
03 R 
die Transversalbewegungen aber durch: 
ri yilt- z-) | ky-ılt- ) ) 
oO e ’ © e F VEN 
du = — —- ('Y/do— — —— .B') do. 
oy k 0% R 
kv-1(t- Z-) wv-1(1--) 
N O e b 4% ] O e [7] AI) n 
dv = - — do— — — . do. 
03 R OX R 
R\ 
lass (5) Pl u”. | 
dw — BO do — u 7 - A” do: 
02 RR oy R 
wo R= Y(2—2,) +(y—y;)”+(2—3;)' die Entfernung des Elements do 


dem äusseren Punkte x, 


%;, Yi, 3; Sind. 


Um die Wirkung sämmtlicher Erregungspunkte zu finden. hat man jetz! 
ist; und dann wird 


nur über 


bedeutet, 


die Kugelfläche zu integriren, 





und wo A. B. C, K 


deren Element do 


offenbar das Potential der Longitudinalbewegungen: 


(99.) 








-K do. 





kR 
PER y—l 
f: a 
e R 


Funetionen von 
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während für die Transversalbewegungen. deren Ausdrücke die Form (86. 
annehmen, M“, M’, M“ die Bedeutungen erhalten: 


AR 


Page roh 





is M" 


(100) | yo — gi er 7 








> * 
I A a (9 do. 


Die vier fundamentalen Functionen K, A, BD, C, welche hier auftreten, und 
welche nun zu bestimmen sind, darf man wohl als Dichtigkeiten der betreffenden 
Schichten von Erregungspunkten bezeichnen. Die erste dieser Functionen,. K, 
viebt das Mass für die Intensität der Longitudinalbewegungen, welche von 
dem Elemente do ausgehen. Um die anderen Functionen einfach zu deuten. 
der Bemerkungen über die Natur der einfachen Schwin- 


erinnere man sich 
Hiernach haben die von jedem Element do ausgehenden 


sungen aus $. 19. 
Transversalschwingungen eine bestimmte Axe, deren Lage zunächst willkürlich 
ist. Aber um die von den verschiedenen Elementen ausgehenden Schwin- 
sungen unter einander vergleichen zu können, ist es passend. die dem Elemen! 
do entsprechenden Schwingungen drei simultane Oscillationen zu zerlegen. 
deren Axen einzeln den Coordinatenaxen parallel sind. Dies heisst mit an- 
deren Worten, man betrachtet die respective mit A, DB, € multiplieirten Theile 
für sich: und so sieht man. dass A, BD, C einzeln das Mass abgeben für die- 
jenigen Theile der von do herrührenden Oscillationen, deren Aren respective 
der X, Y, Z Are parallel sind. 

Stellen wir uns nun vor, diese Dichtigkeiten seien (immer in dem hier 


festeehaltenen Sinne) nach Kugelfunctionen entwickelt. so dass: 
-(?) -(?) ! -(t), (2) ' 
K’=KMK, +K, +K, +--. 
CG) G), ') ie 
7 ER 


a, 1 2 j 
0) ( @) , i 
B” = 3, +BP +BV + 
(2) DD , m) 
9 = + ade er; DES 
-f8) e r ö r 
wo denn Ä, etc. homogene Funetionen x'" Ordnung von z®, y®, 3®, den 


Coordinaten des Kugelelements do, sind. Untersuchen wir genauer, was etwa 
aus dem Ausdrucke (99.) wird, wenn wir diese Entwickelungen darin einführen. 
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Indem man noch /94°.) zu Hülfe ruft, wird: 


N=em. IH" .(c fr.(- (1). b, = fr®.K: Kd 


wu m 





Aber nach einer bekannten Eigenschaft der Kugelfunclionen, welche durch 

die hier angewandte leichte Modification keinesweges zerstört wird, ver- 

schwindet das Integral immer, sobald m von » verschieden ist. und redueir! 

sich für m = n auf denjenigen Werth, den die Function X” für den Punk! 
Anret? 


x, y, 3 annimmt. mulliplieirt mit - or Bezeichnet man also jenen Werth 
n-: " 


mit K,, so bleibt: 


an 2 k “5, y hr, u kr, ie \ 
M — e“ ER FE} nz (2 a D, . ). 'F, (—) a ( | "b,( ) h " Ni 
u„V- a/ı\ a ’ a 


n 





Ganz ebenso wird auch: 


BE FELT RElCd- el Ar 


n 


n L 
en 


MH = ev. > a b Re ) IF, = ER R Bl). Br“ 


n—) 


Mm“ — wiz nn )® d Se} 'F,(- ig (1), fe Cu 


Die »"" Glieder dieser Entwickelungen sind die Funetionen M,, M/, M,, M,/. 





Vergleicht man dieselben mit den Ausdrücken (97.), (98.), so erhält man die 
gesuchten Bestimmungen, nämlich: 






































= B,v—I 
ur FE nn — 
2 (&) 2n-+2) F (2) ( DD m \t 
+ o F,—ı 2n+ ( a oO D. 1 Bd. hu+ı ee 
sen — —— ER z un ER a . ng yir 1 — - a 
> ER oc ra nn Ar ’ OX b’ On rin ı)» 
ie kr ne kr . 
2n(-- Te Fr, - er .( 3) 
4 "AR 2m +41 en „oe en /_ oh, ei 
— chi er - NM Hi 0 "On, © Yy b° oy nm) ’ 
102.) /B, = er n TE 
2n t 2) ne . ’ı 
ar = I) 
rn j 1 o Fı—ı on 2 : ie Br an V- 1 er nz Er “ - ” -* SE =) } 
ne _ O3 rt nn+l a 03 b° 
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Man bemerkt. dass die Formel (101.) nur dann einen unendlich grossen. also 
i kr. 
ınstalthaften Werth für K, ergiebt. wenn — eine Wurzel der Gleichung 
" | 


I"D,(s) = 0 
hr. 


b 
eine Wurzel derselben Gleiehune ist. Man muss also von vorn herein 


ist: die Formeln (102.) hingegen geben unendlich grosse Werthe. wenn 


Werthe von r, ausschliessen. weiche für irgend ein » eine dieser Bedingungen 
erfüllen. wie bereits oben angeseben isi. 

In diese Ausdrücke hälte man endlich die Werthe der B. D, F, wie 
sie die oben aufgestellte Theorie ergiebt. einzuführen. Für einfallende Lon- 
ojtudinalschwineuneen wird F,=0. und B,. D, sind in den Formeln (65. 
veveben: für einlallende Transversalschwingungen sind B,. D,.. F, aus den 
Gleichungen (72°.) zu entnehmen. Die Aufstellung der definitiven Formeln 
olaube ich um so eher übergehen zu dürfen. als keine nennenswerthe Ver- 
einfachung der Ausdrücke dabei eintritt. Aber es darf wohl darauf hinge- 
wiesen werden. dass die erhallenen Werthe der M. A. B. C von der 
Schwingungsdauer abhängen. und also die Vertheilung der Erregungspunkte 


für Schwineuneen von verschiedener Dauer zanz verschieden wird. 


S. I6. 
Untersuchung des Falles, wo bei mässig grosser Wellenlänge der Radius der 


reilectirenden Kuceel sehr klein ist. 


Wenn man den für die Optik wichtigen Fall untersucht. in welchem 


der Radius der refieelirenden Kusel sehr eross eeeen die Wellenlänse ist. 


d.h. wo —. —- sehr erosse Zahlen bedeuten. so findei sieh bald. dass diese 
(! [2 


hesondere Annahme dennoch keine wesentliche Vereinfachune in den allee- 


meinen Ausdrücken mit sich führt. Aber der entgegengesetzie Fall. wo der 
Bo m 
r ® R r . . i ! . nc he 
Radius sehr klein und die Wellenlänge mässie oeross. wo also —.. sehr 
, R d ’ 


kleine Zahlen sind. lässt sieh mit erosser Einfachheit behandeln. 


In diesem Fall kann man offenbar in den einfallenden Bewegungen 


für Punkte. welche in relleetirenden Kugel lieeen. die Grössen 
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auf Grössen höherer Ordnung ersetzen, durch 






0 0 


oder. mit anderen Worten. es genügt, in der Entwickelung der einfallenden 


Bewegungen das erste Glied zu berücksichtigen. So werden nach (51.). 
(52.). indem man longitudinale und transversale Schwingungen in eine Formel 
zusammenfasst. in der Nähe der reflectirenden Kugel die einfallenden Be- 
wegungen dargestellt durch: 





| kr y—! kr! I 
» « > ( - me ) ‚ ‚ h 5 / 
Hy “oe ' . Bsu-, 0 ee ; 
= e — KH —- —— —— 
v, C V, ur v, c i? r ) 
kr r—1l kl 
/ an \ AR Oo e a Cx, — Az © e Fr 
\ | 02 2 " — e*' } —] ES K Yo u u . a HE 0 _ 0 Br “ 
r, oL, L, | T, c L, U 
| kruy—i kr, —1 
wo — ed! E K .. 908... 2ER Ay— Br, =. Rt 
| v, or, v, r, ( TV, T, 


Um zu sehen, welche Glieder in den reflectiirien Bewegungen beizubehalten 
sind. ist es gut. dieselben zunächst in einer etwas veränderten Form darzu- 
stellen. Nach (19.) hatten die allgemeinen Glieder jener Entwickelung die Form: 





OPn+1 | 9nr1 © 3 1 z ( IA ot, 
u, = — tr - — +3 - 9; 
OL oO 0 a oy u, 
E nn OPn FR or u © In-1 f ‚ot, ” ot, 
o. = ——Hı - — tI=-—3. 
oy © y ” 0% O4 
c IPa- 20a O Int ot, ot, 
p u rue Sr 1 rer Y ne & 
03 2: BE zu ” O8 oy 


Nach (45.). (46.). (48.) hat man in diesen FEIN zu selzen: 








Pn Zu —P., U, ‚+Q,v,)e"' = b) 
’R rn r 0, —(Q, 0,) er f 
Pr Y kiy—1 
L, Pat —T,r,e 3 
WO 4, Y,. 04, 6,, T, allein Functionen von v sind, nämlich: 
r & / EhN\ 
ee D,. =) Kuh area _D, (- Ja (® -) 
n—-1 
I — — 


ne le Na ) 2 Ba 
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r (0-0. 2)8(E) 

= Rn (2)- nr 
Fr hy Du (Bl) Paz )0..()} 
— Du; nr He... () 
.) 

..) 


Die Functionen Q,, P,. T, sind, so weit sie von einfallenden Longitudinal- 


n» n 

















bewegungen herrühren, durch (69°.), soweit sie aus Transversalbewegungen 
entspringen, durch (71.) gegeben. Bemerken wir, dass bereits in $. 9. die 


Grenze für F,(s)— (—1)"$,(s) bei abnehmendem s gleich 


By Ey" 
1.3.9... 1 





sefunden wurde, so nehmen hiernach für ein sehr kleines & die aus (65“.\. 
(71.) zusammengesetzten Werthe der 0, P, T folgende Ausdrücke an: 





= re) RL. ae N, 
10 10. = al nn 


Pa er er l)x 





und die Functionen (2,, 7,, X, sind definirt durch die Gleichungen: 
oY, 
OX 
oY, 
oy 








N 
O2 


B“ 2 Ya E4 c° I Ya-ı 


oy 0% 


En N oO 2 B,; © er 
+to4+tBs- | +6 


Ox r? 2 uie dr ri 
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Aus diesen Formeln sieht man. dass für hinlänelich grosse Werlthe 
der x, y. 3 die P,, Q,, T, endliche Werthe annehmen, dass sie dagegen in 
der Nähe der refleetirenden Kugel. also für sehr kleine x, y. =, von der 
„"" Ordnung sind. 

Um die Ordnung der Coeflieienten zu untersuchen, bemerke man zu- 
nächst. dass &, für ein sehr kleines Argument von der —(2-+1)'"" Ordnung ist. 
Hiernach werden für hinlänglich grosse Werthe von r die Ordnungen folgende: 

für v„: 2n—I1 


-_ 0. : nt 


- rt : 2n- 


Es ist also die Ordnung von p, zum Theil 22—1,. zum Theil 22 +3. ebenso 


bei q,. und die Ordnung von £, ist 2»+1. Da aber p, nicht exislirt. und 


ı 


ebenso in q, der Coelheient »,, welcher die —1' Ordnung geben würde. 
verschwindet; da endlich 4, aus der Rechnung geht, so bleiben nur diejenigen 
Terme von g, und p, als von der niedrigsten Ordnung übrig. welche von der 


ersten Ordnung sind. Und man darf also selzen: 


/ e ( P = ( pP 1 
oa O4 / 
| nD > 
/ ” kl ı ) ol r { I ! 
104.) l — e N ft, _—— T o,r N . 5 + 
oy oy 7 
ID . > 
. kly—1 ) al son! 
u e ten 
\ O2 US 1 


Ich werde zeigen, dass dieselben Terme übrie bleiben. wenn man den 
Punkt x, y, 3 in der Nähe der refleclirenden Fläche annimmt. Zu diesem 
Ende ist es nölhig, zuvor den Werth zu untersuchen. welchen der Zähler von 
v, und o, für sehr kleine Werthe der Argumente &, r annimmt. Wenn man 
mit Hülfe der Differentialgleichung 
d’D, 2n+2 0, 


fe 2 =Ö 


ds’ s ds \ 


die Function &, in eine Reihe entwickelt. welche nach Poltenzen von s forl- 


‘ 


schreitet. so findet sieh die Form: 





ee 
En an a. 2.1 2.4.2n—1.2n—3 "7 a 
105.) ( 2 
3 b,\ a nn Ze at, 
f ‚4.2n+3.2n +5 
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Hieraus findet sich für sehr kleine Werthe von r, e: 


DAL LH 
BE OaERaC'e 
Fr "3:9 Io" --,6&"] 
er en) 


Eine Ausnahme macht nur der Fall »a=0, wo 


2, ")q Ne Br: eh 5 (#)=(r +5,)(22 ‚a a (2 a Ed) b r bu) 
ee a-b)(--—). 


Der betrachtete Ausdruck ist also im Allgemeinen von der — An. 
für a=0 aber von der —1'” Ordnung. Sonach werden u,, o,, r, für sehr 


kleine Werthe von r von der Ordnung 0, o, aber von der Dede — 2. vr, 


von der Ordnung +6 bis auf v,. welches von der fünften Ordnung ist. Nimm! 
man hinzu, dass in diesem Falle P,, Q,, T, von der »“" Ordnung sind, so 
besteht p, aus Gliedern von den Ordnungen » und »+6,. q, aus Gliedern 
von den Ordnungen »—2 und x, #, ist von der »'“" Ordnung. Bemerkt man 
noch, dass in x, ®, ® die Ordnung sämmtlicher p durch die Differentiation 
um 1 erhöht. die der g aber um 1 erniedrigt wird, so bleiben als Terme 
niedrigster Ordnung diejenigen Theile von q,, pı. welche von der respective 
1” und —1'" Ordnung sind, und in «, ©, « Terme 0'" Ordnung ergeben; #, 
seht aus der Rechnung, derjenige Theil von q,. welcher die Glieder niedrig- 
ster Ordnung enthalten würde, fällt aus, und alle übrigen Glieder führen auf 
höhere Ordnungen. Es bleiben also nur die in (104.) beibehaltenen Glieder. 
So kann man also zunächst in den Ausdrücken (103.) v als endlich 
betrachten, und später dasselbe, in den ausgerechneten Formeln, sehr klein 
werden lassen. ohne dass dabei berechtigte Glieder vernachlässigt würden. 


$. 17 
Darstellung der Formeln und Gesetze für Punkte, welche von der reflectirenden 
Kugel weit entfernt sind. 


Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, dass bei mässiger Wellenlänge 


der Einfluss einer sehr kleinen reflectirenden Kugel nur in der unmittelbaren 
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Nähe derselben von endlicher Grösse, in weiterer Entfernung aber von der 
Ordnung des Kugelradius ist. Ich werde jetzt die Formeln für diesen Einfluss 
vollständiger entwickeln. 


Nach (103.) ist: 


ETCoEICaN ELBE TC ner 
a zZ TA) VA) Katy + ss, 
EN ey. ed -r- )) B } u. N 


Da ferner &,(s) sich für ein unendlich kleines s auf 
dat 


san I 





1 ; ’ 
$,(s) aber auf 2. redueirt, so findet sich 


b’ 0,7)- 2a’ D (=) ä p: I AR | 2gte - 11 
ke re a ) 


eu Se. > A ne 


und für sehr kleine Werthe von rt: 





(108°.) u=— 
Sodann hat man: 
»0.(&)-00.(#) 
le er ar ae 5 Zu 
er er — ae Mn ( 3} Rd -3(5 ch )) 
5 Fi De ' 
u", Fer Me (=: -1() - 3(7) ): 


und für sehr kleine Werthe von r. indem man bemerkt, dass in (106.) noth- 
wendig = —3 zu setzen ist: 


i e B a’—b?’ 1 1 
(109) 9 = 2 (b’-+2a?) (gr+ e’ ) 
Führt man die Werthe (107.). (108.). (109.) in die Gleichungen (104.) ein. 


so ergeben sich für Punkte, welche in grösserer Entfernung von der reflec- 








tirenden Kugel liegen, die Ausdrücke: 
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-IvY—1 . en „ . 2 p , 
) 2aKaı,— a" K (r 2— dr (ar + Yyyo+ 


Pr 
\— 


Pb | Cy,— Bz,) 7 Ib (r ( Yu Dzu, - 


ur; %/ a "/fN 
ı2Da Cy,—Bz,)—-P (r Cy Bau = 


F 


Mn Ti, 


Yy Yo. 


_ - 
= =) 


und wo die Grössen oe, 5 folgende Bedeutungen haben: 


v1 





ay—I\ 
Die Ausdrücke für » erhält man leicht aus # durch Veriauschung der 
Buchstaben. 

Der obige Werth von # erscheint sofort in vier Theile gesondert. die 
mit verschiedenen Exponentialgrössen multiplieirt sind. Der erste Theil ent- 
hält Longiludinalbewegungen, welche aus eben solchen, der zweite Trans- 
versalbewegungen, welche aus longitudinalen entstanden sind: der dritte Theil 
giebt longitudinale Schwingungen, und der vierte transversale. welche beide 
in Iransversalen Bewegungen ihren Ursprung haben. In der entsprechenden 
Weise deutet die Phase -1 — des ersten Theils auf einen Strahl. welcher 
die Strecke », zur relleetirenden Kugel, und die Strecke r von da zum be- 
irachtelen Punkte mit der Geschwindigkeit «a der Longitudinalwellen zurück- 


oeleet hai. während beim zweiten Theil die zweite. beim dritlien die ersie 











Clebsch, über die Reflexion an einer Kugelfläche. 257 


Strecke. beim letzten endlich beide mit der Geschwindigkeit 5 der Trans- 


versalwellen zurückgelegt erscheinen. Strenge genommen tritt überall eine 
Phasenveränderung. d. h. eine für die vier Theile verschiedene Verzögerung 
durch die Rellexion, deswegen ein, weil die den Exponentialgrössen anhaften- 
den Coefflieienten complex sind; aber man bemerkt, dass die reellen Theile 
der Coelffieienien für sehr grosse Werthe von r, r, von höherer Ordnung 
werden. Ist also der Erregungspunkt, so wie der betrachtete. weit entfernt. 
so werden die Coeffieienten der verschiedenen Theile der rellectirien Be- 
wegung, so wie auch die Coefliecienten der einfallenden Bewegung rein ima- 


I 
| 
‘ 


oinär; während daher in solchem Fall der reelle Theil der einfallenden Be- 


wegung, welcher die wirkliche Schwingung darstellt. den trigonomelrischen 
> 


: RN a ; En E90 
Factor sin k(t- = erhält. besteht die reflectirie Beweeune aus vier Theilen. 
( 7 


deren trieonomelrische Facloren 


al =), ins - — — =), sink(- - — >), sinkli 2 
sin kULL— —- . sink(t—- 4), sin AUt— ), sink! 
a a \ b a a b . b h 
sind, und welche also die oben angegebenen Phasen zeigen. 
Die Coellicienten, mit welchen diese vier Irigonomelrischen Ausdrücke 
dann in z, e, w wmultiplieirt sind, werden von der Form 
. ; r ’ fıy > “ ' 
in u: mz, nz, tnz, px, qlCy—Bza)+tgr, 
in 0: my, nyıtny, py gAs- Cau)+gY. 
in w: mz, nz,+nz, p2, q(Bu—Ay,)+g'z: 


und zwar halt man: 








3(cz, + yy,—+ 22,)K.keb’ hke 
a Se a 
z Br A ) «rı ® 
an (cr, + 4YY,+32,) RK. kea 
r’r? (b’--2a’) . 
3dhkeb ke 
) Zu cy ” N [1 En G — = [7 a . 
l (020) ° 1 prr 
\ 3Jkea? 
<; > - u ae 
br’rs(b’-+2a”) 


Aus diesen Formeln erkennt man Folgendes: 

1. Die Amplituden der einzelnen Theile sind proportional dem Radius 
der reflectirenden Kugel, so wie umgekehrt proportional ihrem Abstande vom 
Erregungspunkt. Sie sind ferner. in einer bestimmten Richtung vom Mittel- 
punkt der reflectirenden Kugel aus, umgekehrt proportional dem Abstande 
von demselben. 
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2. Die Longitudinalschwingungen finden immer in der Richtung der 
Linie statt. welche den betrachteten Punkt mit dem Mittelpunkte der reflectiren- 
den Kugel verbindet. 

3. In den Longitudinalschwingungen, welche aus einfallenden Lon- 
oitudinalwellen entstehen, ist auf einer der reflectirenden concentrischen Kugel 
die Amplitude proportional dem Cosinus des Winkels. welchen der nach dem 
Erregungspunkt gezogene Radius mit dem nach dem betrachteten Punkle ge- 
zogenen bildet. Sie ist also am grössten auf der Verbindungslinie des Mittel- 
punkis mit dem Erregungspunkt, und Null auf der Ebene, welche, senkrech! 
seeen diese Linie. durch den Mittelpunkt der reflectirenden Kugel gelegt wird. 

4. Die aus den Longitudinalschwingungen hervorgehenden Transver- 
salbewegungen bestehen aus zwei Componenten. Die eine ist nach dem Er- 
regungspunkt gerichtet. und auf allen Punkteu der in 3. betrachteten Kugel 
von gleicher Amplitude; die andere ist nach dem Mittelpunkt der refleetirenden 
Kugel gerichtet. und verhält sich in Bezug auf ihre Amplitude genau wie die 
entsprechende Longitudinalbewegung 9. 

5. Die aus Transversalwellen enispringenden Longitudinalwellen, deren 
Richtung in 2. angegeben ist, haben ihre Amplitude proportional mit dem In- 


halt einer dreiseiligen Pyramide /Z, deren Seitenkanten 1 sind, während ihre 


Richtungen dureh die Verbindungslinien der relleclirenden Kugel mit dem be- 


trachteten Punkte und dem Erregungspunkt, und durch die Axe der einfallenden 
Schwingungen ($. 13) gegeben sind. Diese Bewegungen sind also Null in 


der Ebene, welche durch den Mittelpunkt der rellectirenden Kugel. durch den 
Erregungspunkt und die Axe geht. und am grössten in der Normale dieser 
Ebene, welche dureh ‘den Mittelpunkt der rellectirenden Kugel geführt wird. 

6. Die aus Transversalwellen entstehenden Transversalwellen endlich 
bestehen aus einer Componente, welche sich genau wie der vorige Theil der 
Bewegungen verhält, und aus einer zweiten, welche senkrecht ist gegen die 
Axe und gegen die Verbindungslinie des Erregungspunkts mit dem Mittelpunkt 
der reflectirenden Kugel. Die Amplitude ist auf allen Punkten einer um diesen 
letzten Punkt beschriebenen Kugel die gleiche. 

‘s verdient endlich bemerkt zu werden, dass wenn die einfallenden 
jewegungen transversal sind und ihre Axe durch den Mittelpunkt geht. in 
der hier angewandten Annäherung überhaupt keine reflectirten Bewegungen 
existiren. Denn ist A=0 und z,:y,:2, = A:B:C, so verschwinden die obigen 
Ausdrücke. Dies war zu erwarten: denn es fällt die reflectirende Kugel 
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dann ganz in jenen Raum, innerhalb dessen auch die einfallenden Bewegungen 
ausserordentlich schwach sind. 


S. 18. 
Untersuchung derjenigen Punkte, welche der reflectirenden Kugel sehr 
nahe liegen. 
Für Punkte in der Nähe der refiectirenden Kugel ergiebt sich mit Be- 
nutzung von (108°.). (109°.). indem man wieder den Erregungspunkt sehr 
weit entfernt annimmt: 


irn —ı ky—I K € N a —b’ (1- ya, Selen, - - Yon! 37 Ni 
er .—Nı— — 0 - — 
ar) Ir" 20°+20°) 7 r? A 
(-—)er—ı AN. © a’—b" 3rAN) 
f \ b_J / . 
N a En), 
. br? Im 32) 2(b’- 2a?‘ (ey bz r” 
= #5 we ee 


In diesen Formeln erscheint nicht jene Zerlegung in vier verschiedene Be- 
wegungen. welche die vorhergehenden Formeln characlerisirte: vielmehr son- 


dern sich die x, e, w nur in je zwei Theile. deren reelle Theile die trigono- 
. r 
metrischen Factoren sin k(t- e.), sin k(1- n) erhalten. Vergleicht man daher 


die Formeln (102°.) für die einfallenden TEEN so erscheinen die beiden 
Theile der refllectirten Bewegungen den beiden Theilen der einfallenden Be- 
wegungen ganz analog. Aber während in den leizteren Schwingungsrichlung 
und Amplitude in der Nähe der reflectirenden Kugel nahezu überall gleich ist. 
wird bei den reflectirten Bewegungen beides für verschiedene Punkte wesentlich 
verschieden. Was die Schwingungsrichtungen und die Vergleichung der 
Amplituden für Punkte einer der reflectirenden concentrischen Kugel betrifft. 
so verhält sich der erste Theil der reflectirien Bewegungen genau so wie der 
zweite im Früheren. und der zweite hier. wie im Vorigen der vierte, so dass 
die betreffenden Geselze dem Obigen eninommen werden können. 

Aber anders wie dori variirt hier die /ntensität der Beweeungen in 
der Richtung einer vom Centrum der reflectirenden Kugel aus gezogenen 
Linie, da a, ©, « zum Theil mit n, zum Theil aber mit r® proporlional sind. 
Ich werde. statt die Intensität der rellectirien Bewegungen zu untersuchen. 
reflectirte und einfallende Bewegungen zusammenfassen. und die Amplituden 
der Gesammtbewegung betrachten. Man erhält dann. indem man die Ausdrücke 


(102°.) zu den oben stehenden addirt: 
Journal für Mathematik Bd. LXT. Heft 3, 3) 
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(1- mi un zur gr (1- Ya0- Ir (Er, nt 22, \ 


— -)kV- k —f ’—b’ 3cd 
| 2 ia u = (1- N Cyo— Bbz,)+ ei 2 (1- i Y (Cys-Bu)- on —) 











2(b’-+2a)\ € 

"E27 w— 

Diese Ausdrücke verschwinden, wie es sein muss, für r=e; man darf also 
annelımen, dass jede der beiden Schwingungen, aus denen die «, v, w sich zu- 
sammensetzen, auf jeder von dem Mittelpunkt der reflectirenden Kugel aus 
vezogenen Geraden an einer gewissen Stelle ein Maximum der Amplitude er- 
reicht. und man kann die Oberflächen aufsuchen, welche von diesen Maximums- 
punkten gebildet werden. 

Setzen wir der Kürze wegen 





r _ 7 -- ur “ 3%, = rr ,COs y 
2 > ‘ 5) u IE ai > r > Si b) 
28°’ 2a?) Ps 0 AI yyı (0) 0 ; 


so ist das Quadrat der Amplitude der durch die Reflexion modifieirten Longi- 
tudinalbewegungen proportional mit: 


a- nt Dali 2] 


ü 1} 1-—)+u(1-% a Yo u | 





NG-- —)+, u (1-2 — )\ 3. — -3u(1 Bil nn 
G- -—)+u(1 ER — bu OBESUNOE A = z)cos9 
+ ul l- 7) c0s°9]. 


Dilierentiiren wir diesen Ausdruck nach r und setzen das Resultat gleich Null. 





so ergiebt sich diejenige Oberfläche, deren Punkte auf den verschiedenen 
Radien Vectoren Maxima der Amplitude für die Longitudinalbewegungen be- 
sitzen, ausgedrückt in den Polarcoordinaten r, 9%. Die Oberfläche ist also 
eine Rotationslläche, und ihre Drehungsaxe ist die Verbindungslinie des Er- 
regungspunktes mit dem Mittelpunkte der reflectirenden Kugel. Die Gleichune 
der Fläche ist: 


0-2) rn FERIEN eos 


+12u — (A za —)+ u (1 _ a cosI+— 36 (1 — ei — cos’ 9 
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. . N € 
oder. mit Hinweglassung des Factors 1— —: 


r € 








110.) 60089 = —— RE AM 
(3 2u 2 | —)+—(- . u( A % ))- A Pe ) 


In der Aequatorebene hat man cos9$—0, also 


(- zu «(14 - BE Zu —) — d. 


r . I” . .. B . Tr . 2 
Von diesen Factoren giebt der erste für — zwei W erihe,. deren einer negativ 


ist. während der zweite kleiner als 1 wird; so bleibt also nur der letzte 


Factor. welcher 
€ 





3 


ru 

giebt. Da man Grund hat, immer «ab anzunehmen, so wird 2u ein positiver 
echter Bruch, und also der obiee Werth von r wirklich brauchbar zur Be- 
stimmung des Kreises, an welchem in der gegen r, senkrechten Ebene die 
Longitudinalschwingungen ihr Maximum der Amplitude haben. 

Für cos9=1. also auf der Rotationsaxe, hat man hingegen, da für diesen 
Werth der ursprünglich differentiirte Ausdruck ein vollständiges Quadrat wird: 

B; ri e r 
0 — (1 —) — lu (1- ZT) Fe Au — \ 
Keiner dieser Factoren liefert einen brauchbaren Werth. Bemerkt man aber. 
dass man aus (110.) für r=w den Werth 
i en 2u a —b' 
ee =; iger 

erhält, so erkennt man. dass die betrachtete Fläche, von ihrer Aequatorebene 
ausgehend, sich gegen den aus dieser Gleichung gezogenen Werth von ins 
Unendliche ausdehnt. während jenseits dieses Winkels kein ausserhalb der 
Kugel r=& gelegener Zweig existirt. Man darf daraus schliessen, dass in 
der unmittelbaren Nähe der reflectirenden Kugel Maxima der Longitudinal- 
bewegungen nur für solche Richtungen auftreten. welche von der gegen r, 
senkrechten Ebene sich nicht sehr weit entfernen. 

Auf ganz ähnliche Verhältnisse wird man geführt, wenn man die Maxima 


der Amplituden für die Transversalschwingungen aufsucht. Setzt man 
F° u (A’ +B’+C0')(o-+ yo 3,) — (Ax,+ By, I Cz,). 


35 * 
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so wird das Quadrat der Amplitude hier proportional mit: 


A-)Hl- er ee 5) 


Aber F und ./ haben sehr einfache geometrische Bedeutungen. Zieht man 





RT Ce SER 


gehe 


dureh den Mittelpunkt der refleetirenden Kugel die Axe der Schwingungen 


und trägt auf derselben die Strecke yA’—+B’+0C? an, so bestimmt diese Linie 


mil »., zusammen ein Dreieck. dessen Fläche % ist. Beide Linien zusammen 





e ° . . FT. . J . rI* 
mit » bestimmen eine dreiseilige Pyramide. deren Inhalt ist. Zieht man 
’ ) 





nun die Gerade, welche auf r, und der Schwingungsaxe senkrecht steht. und 


hezeiohnet durch # den Winkel. welchen sie mit r bildet. so kann man den 





Inhalt der Pyramide doppelt ausdrücken. und hat also: 


f F 
6 !.— »rcosau, oder = Freosu. 
) - 





Setzt man dies in den obigen Ausdruck ein. so erhält man. abgesehen von 

. F’ g 

dem Factor —-. eenau den Ausdruck. welcher oben das Amplitudenquadrat 
w- ö 


der Longitudinalbewegungen darstellte. nur dass x an die Stelle von # ge- 
treten ist. Hieraus folgt. dass die Fläche der Maxima für die Transrersal- 
bewegungen von der entsprechenden für die Longitudinalbewegungen nur der 
Lage nach verschieden ist: indem die Drehungsaxe der letzteren mit der Linie 
, zusammenfällt. die der ersteren aber gegen diese Linie so wie gegen die 
Schwingungsaxe senkrecht gerichtet ist. 
Es kann noch bemerkt werden. dass die Formeln für #, r. ır ihre 
Ausdrücke durchaus nicht ändern, wenn man x, y, 3 gleichzeitig in —r, —y, 
s übergehen lässt. Es ergiebt sich also aus diesen Formeln keine Spur 


. RL AR Porno 
eines Schatlens 


Carlsruhe. den 30. October 161 
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Ueber atmosphärische Strahlenbrechung. 


(Von Ilerın Kummer.) 


Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 





Di. almosphärische Strahlenbrechung ist bisher fast ausschliesslich nur 
unter Zugrundelegung der Grössenverhältnisse, welche für unsere Erde zu- 
fällig Statt haben, für den praktischen Gebrauch der Astronomie und Geodäsie 
bearbeitet worden. Man hat darum eine Reihe sehr interessanter Erscheinungen. 
welche diese Theorie darbietet, wenn sie von einem allgemeineren. mehr 
mathematischen Gesichtspunkte aus betrachtet wird, wie es scheint, bisher ganz 
unbeachtet gelassen. Eine kurze Entwickelung dieser Erscheinungen, welche 
ich hier geben will, wird vielleicht auch darum von Interesse sein. weil 
dieselben. wenn sie gleich auf unserer Erde nicht eintreten, doch auf den 
grösseren Himmelskörpern, wie z. B. dem Jupiter, wirklich Statt haben müssen. 
selbst wenn die Stärke der Atmosphäre eines solchen Himmelskörpers be- 
deutend geringer sein sollte, als die der Erdatmosphäre. 

l. Die krummlinige Bahn eines Lichtstrahls in einem nicht homogenen. 
durchsichtigen. einfach brechenden Mittel, dessen absoluter Brechungsex- 
ponent » eine contlinuirliche Function der rechtwinkligen Coordinalen x, 4, = 
des Ortes ist, wird durch folgende Differentialgleichungen bestimmt: 





dx on 
d (n —)ı- ds. 
ds oOx 
dı on 
d (n in 4 = ———äüsS, 
ds oy 
d ( dz ) on l 
n = ——ü$ 
ds 03 ’ 


in welchen ds das Differential des Bogens, und 


on on on 
ox oy 03 


die partiellen Differentialquotienten von » bezeichnen. Von diesen drei Glei- 
chungen ist eine, wie leicht zu zeigen, eine Folge der beiden anderen. so 
dass zwei derselben zur Bestimmung der Bahn des Lichtstrahls vollkommen 


hinreichen. 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit den bekannten Differentialglei- 
chungen. durch welche die Gleichgewichtslage eines unter der Wirkung ge- 
oebener Kräfte stehenden. biegsamen Fadens bestimmt wird. so bemerkt man. 
dass sie mit diesen vollkommen identisch sind. wenn der Brechungsexponent 
dieselbe Function von x, y, z ist als die Spannung T in jedem Punkte des 
Fadens. Den Grund dieser Identität erkennt man fast unmittelbar. wenn man 
zur Herleitung der einen und der anderen Gleichungen das Prineip der kleinsten 
Wirkung anwendet. Der Brechungsexponent » ist bekanntlich umgekehrt 
proportional der Geschwindigkeit des Lichtes in dem betreffenden Punkte, man 
hat also 

ds 1 


ke FREUE dt= nds. 
dt n | 


und da die Bewegung des Lichtes von einem Punkte zu einem anderen in 


der kürzesten Zeit erfolgt. so muss 


fu ds 


ein Minimum sein. Andererseits erfordert das Gleichgewicht des biegsamen 
Fadens. dass die Summe aller Spannungen der einzelnen Bogenelemente 
zwischen je zwei gegebenen Punkten ein Minimum sei. Es muss also 


/Tas 

ein Minimum sein. Nach den Regeln der Variationsrechnung findet man aus 
diesen Bedingungen die obigen Differentialgleichungen. welche für beide Pro- 
hieme dieselben sein müssen. wenn T dieselbe Function von x, y, z ist als ». 

2. Die allgemeinen Differentialgleichungen sollen nun auf den Fall 
anzewendel werden. wo der Brechungsexponent » irgend eine Function der 
Entfernung von einem festen Mittelpunkte ist. wo also in dem durchsichtigen 
Mittel für alle Punkte einer Kugeloberfläche von beliebigem Radius der Bre- 
chungsexponent denselben Werth hat. welcher Fall annähernd für die 
Atmosphären der Himmelskörper im regelmässigen Zustande Statt hat. Jede 
Uurve. welche ein Lichtstrahl in einem solchen Mittel beschreibt, liegt offenbar 
ganz in einer durch den Mittelpunkt gehenden Ebene: wird diese daher als 
die Coordinatenebene der r. y gewählt. so hat man z=(0 und » ist eine 
Function von 


r = ır—y‘. 


Die dritte Differentialgleichung ist in diesem Falle identisch erfüllt. die beiden 


anderen aber. von denen eine schon zur vollständigen Lösung der Aufgabe 











‘ » pr 
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hinreicht, geben. wenn man die eine mit y, die andere mit x multiplieirt und 


yd ( =) ed (m a) 0. 


Entwickelt man diese Gleichung und setz! 


subtrahirt: 


Pau pn 
so erhält man 
ndp-pdn 0. 
also 
p=L, 
als erstes Integral. Führt man nun Polarcoordinaten ein, indem man setzt 
T=rCc08p, Yy=rsiny, 
so erhält man 
nr’ dep n 
dr? -r’ dp? 
also 


(dr 
dy u — 


ryYr'n’— CC’ 

Nimmt man nun an, dass das durchsichtige Mittel nach Art einer Almo- 
sphäre eine undurchsichtige Kugel mit dem Radius AR umgiebt. so hal man 
nur diejenigen Werthe des r in Betracht zu ziehen, welche grösser als R sind. 
Setzt man daher r=R-+v und Ry= u, so können x und ® als Coordinaten 
der Curve angesehen werden, und zwar ist x, die Abscisse. ein Bogen des 
grössten Kreises der Kugel, und e, die Ordinate, ist die Höhe des betreffenden 
Punktes der Curve über der Kugeloberfläche, in dem Endpunkte der Abseisse 
errichtet. Man hat alsdann 

u+B = /- nn kan « 
(R-++-v)y(R-+v)’n’— C’ 


0 





Zur Bestimmung der beiden Integrationsconstanten soll jetzt angenommen wer- 

den, dass der Lichtstrahl von dem Punkte der Kugel ausgeht, dessen Coor- 

dinaten v=0 und e=0 sind, und dass seine anfängliche Richtung mit der 

Horizontalebene dieses Punktes den Neigungswinkel ö macht. Man hat alsdann 
b=-0, C=m,cosi, 

wo x, den Werth des » für o=0 bezeichnet. Die Gleichung der Curve des 

Lichtstrahls wird daher 


R’n, cosidv 








OP RA+V)yCR+o)m®—R’n?cos’i 
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3. Es sind nun zwei wesentlich verschiedene Fälle zu unterscheiden. 
nämlich erstens der Fall. wo die Grösse unter dem Wurzelzeichen. welche 
kurz durch 
Y= (R-+v)n’— R'n,cosi E 
bezeichnet werden soll. für keinen positiven Werth des » gleich Null wird. 
sondern stels posiliv bleibt, und zweitens der Fall. wo diese Grösse für einen 
oder einige positive Werthe des e gleich Null wird. Der Brechungsexponen! 

n, als Function der Höhe ve, soll vorläufig noch beliebig gelassen und nur 
den Bestimmungen unterworfen werden, dass er eine eindeulige Function von 
r sei. welche für »= x sich einer endlichen Grenze nähere. die nicht kleiner 
als Eins sein kann, ferner dass » selbst. so wie auch sein erster und zweiter 
Differentialquotient für keinen positiven Werth des v unendlich gross werde. 

Wenn } von e=0O bis e= x nicht gleich Null wird. so wird mit 
wachsendem © auch « fortwährend grösser. für e = x aber behält #. wie 
leicht zu zeigen. einen endlichen Werth. Bezeichnet man diesen mit e, so ist 
2 dv R’n,cosidr 
N: 


Es folgt hieraus, dass die Curve des Lichtstrahls stets eine gradlinige Asympliote 
hat und dass der Winkel. welchen diese Asymptote mit der Vertikalen im 


7 


Punkte »= 0. re = O macht. als Bogen für den Radius Eins ausgedrückt. gleich 


en. # Rn, cosidre 
R , R—-r)yFV 


u) 





ist: also der Refractionswinkel. welcher mit © bezeichnet werden mag. für 
Objecte. deren Entfernung im Verhältniss zum Radius R sehr gross ist. als 
Unterschied der Richtung der Asymptote und der Richtung der Tangente im 
Anfangspunkte, ist: 

0= a 5+: 


derselbe kann leicht auch in folgende Form gesetzt werden: 








| Reosiyn | 
(7) — e a Mau _ JE PER: | 
4 R zn: r \ y } ] R I By R’ cos? . ‚de. 


n;, 
4. Ich betrachte nun den anderen Fall. wo J gleich Null wird. für einen 


oder auch für mehrere positive Werthe des e. Es sei r=b der kleinste dieser 


\Werthe und der zu demselben gehörende Werth der Abseisse sei v=a, so is! 


® R'n, cosidr 
ee =  — 


- 





R-ryV 
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Es kommt nun darauf an, ob dieses bestimmte Integral. oder a, einen end- 
lichen oder einen unendlich grossen Werth hat. Nach dem Taylorschen 
Satze ist: 

Ye) = Vb)-(b-e)V + Ly”G 


wo + eine in den Grenzen O und b liegende Grösse ist. Da nun oben von 
der Function » vorausgeselzt worden ist. dass sie selbst und ihre beiden 
ersten Differentialquotienten nicht unendlich werden, so gilt dasselbe offenbar 
auch von der Funetion F und ihren beiden ersten Differentialquotienten F’ 
und V” für alle positiven endlichen Werthe des v*. Wenn nun V’(b) nich! 
gleich Null ist, sondern, indem V abnehmend aus dem Positiven in’s Negative 
übergeht. einen negativen. Werth hat, so hat, da V/b) gleich Null ist. } 
die Form: 

J b-e)W, 
wo W für o—=b einen endlichen von Null verschiedenen Werth hat. Hieraus 
schliesst man nach bekannten Regeln. dass in diesem Falle. wo V’ fürr = 
nicht gleich Null wird, das Integral a einen endlichen Werth hat. Wenn 
dagegen zugleich mit I auch 7’ für == gleich Null wird. so hal ) 
die Form: 

} (b—-v)'W.. 
wo W, für »=b nicht unendlich wird. woraus folgt. dass das Integral a in 
diesem Falle einen unendlich grossen Werth hat. 

Es sei nun erstens }” nicht gleich Null für @e =b. so gehört zu dem 
Werthe der Ordinate oe =b ein endlicher Werth der Abseisse »—=a. Nach- 
dem © von Null anfangend den Werth 5 erreicht hat, kann es nicht grösser 
werden, weil sonst yV imaginär würde: die Curve des Lichtstrahls kann aber 
im Punkte v=a, e=b nicht plötzlich abbrechen. weil der Lichtstrahl in denı 
-continuirlichen durchsichtigen Mittel bleibt. es muss also von da an r wieder 
kleiner werden, also de negativ. und zugleich muss die Wurzel y} das ne- 
gative Vorzeichen annehmen. welches ohne Unterbrechung der Continuilä! 
geschehen kann, weil diese Quadratwurzel für » =b durch den Werth Null 
hindurchgeht. Die Curve des Lichtstrahls hat also im Punkte w=a, vr = db 
das Maximum ihrer Höhe, sie nähert sich von da aus der Kugel wieder. und 
zwar so, dass der absteigende Theil der Curve dem ansteigenden vollkommen 
symmetrisch ist, sie kehrt darum wieder auf die Oberfläche der Kugel zurück. 
und die Entfernung des Ausgangspunktes von dem Punkte, wo sie die kKugel 
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wieder trifft, als Bogen des grössten Kreises der Kugel gemessen, ist 
gleich 2a. 

Es tritt hier dasselbe ein, wie bei der bekannten Erscheinung der Luft- 
spiegelung,. nämlich wenn ein Lichtstrahl unter einem unendlich kleinen Winkel 
tangential an eine Luftschicht kommt. welche verhältnissmässig zu dünn ist. 
als dass er sie durchbrechen könnte, so erleidet er an ihr eine Art totaler 
Reflexion und kehrt von da aus wieder in die dichteren Luftschichten zurück. 

Wenn zweitens ausser V auch Y’ gleich Null wird für «=b, so 
wird «@ unendlich gross, also die Ordinate © nähert sich, wenn die Abseisse « 
ins Unendliche wächst, der Grenze e=b. Die Curve des Lichtstrahls «eht 
also unendlich viele Male um die Kugel herum, indem sie sich asymptotisch 
emem Kreise nähert. dessen Radius gleich R-+b, oder dessen Höhe über der 
Kugel gleich 5 ist. 

5. Es sollen jetzt die verschiedenen Werthe des Neigungswinkels i 
in Betracht gezogen werden. Wenn die Grösse (R+e)'n’ ihren absolut klein- 
sten Werth, welcher zugleich kleiner als AR’», ist, für o=/ erhält, und man 
bestimmt den spitzen Winkel ö=/ durch die Gleichung V=0 für e =, 


nämlich 





PIRCETE O (R-+£)n(P) 
Rn, | 


so kann V nur dann gleich Null werden, wenn der Neigungswinkel i in den 
(Grenzen O und / liegt, und zu jedem in diesen Grenzen liegenden Werthe 
des i giebt es auch wirklich einen oder mehrere positive Werthe des vo, für 
welche Y=0 wird, deren kleinster oe = b sei. Hieraus folgt: 

Alle Lichtstrahlen, welche unter einem Winkel i >> / von der Kugel 
abgehen. entfernen sich von derselben ins Unendliche und haben gradlinige 
Asymptoten; aber diejenigen, welche unter einem Winkel kleiner als / von 
der Kugel abgehen, erreichen nur ein bestimmtes Maximum der Höhe » = b, 
welches kleiner ist als 5, und kehren alsdann im Allgemeinen wieder auf die 
tberlläche der Kugel zurück, in dem besonderen Falle aber. wo für e=b 
nicht nur Y=0, sondern auch W’=0 wird. nähert sich der Lichtstrahl 
asyimptotisch einem Kreise dessen Höhe über der Kugel gleich 5 ist. 

Dieser letztere Fall der Kreisasymptote des Lichtstrahls findet allemal 
für «= I Statt, weil für diesen Werth des Neigungswinkels e = ist und V 
sein Minimum hat, dessen Werth gleich Null ist, also zugleich VY=0 und 
I’=0 für o=P ist. Derselbe Fall kann auch noch für andere. in den 
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Grenzen O und / liegende Werthe des ® eintreten, nämlich wenn noch für 


gewisse andere kleinere Werthe des e, z. B. für #» =’, die Grösse V’ gleich 
Null wird. Der Lichtstrahl hat alsdann auch für den durch die Gleichune 


(R+PB'N)n(P’) 


cos! 
Rn, 





„ 


bestimmien Werth des Neigungswinkels 7 eine Kreisasymptote in der Höhe /". 

6. Um die gefundenen Resultate auf die Erscheinungen der almo- 
sphärischen Strahlenbrechung für die verschiedenen Himmelskörper anzuwenden. 
nehme ich diese als kugelförmig an und betrachte die Temperatur der Almo- 
sphäre in den verschiedenen Höhen als constant. welche Annahmen für den 
vegenwärligen Zweck. wo es nicht auf möglichst genaue numerische Resultate. 
sondern vielmehr nur auf die Qualität der Erscheinungen ankommt. vollständig 
genügen. Die Dichtigkeit der Atmosphäre. als Function der Höhe » über der 
Oberfläche des Himmelskörpers. dessen Radius R ist. nach dem Gesetze der 
Schwere und dem Mariotteschen Geselze bestimm!. hat bekanntlich den Ausdruck 

Rv 


. u(R4+v) 





wenn die Dichtigkeit an der Oberfläche gleich Eins gesetzt wird, wo 4 gleich 
der Höhe einer Luftsäule von der constanten Dichtigkeit Eins ist. welche 
denselben Druck auf die Oberfläche des Himmelskörpers ausüben würde. als 
die Atmosphäre desselben wirklich ausübt. Demnach ist nach einem bekannten 


physikalischen Gesetze 
Rv 


” — I-+ke +#+ 
wo %k die absolute brechende Kraft der Luft an der Oberfläche des Himmels- 
körpers ist. oder y1-+-k der absolute Brechungsexponent derselben. Setzt 


man nun der Kürze halber 
Rr 
Ten m wm, 
A(R-+v) 


so hat man für die Curve des Lichtstrahls die Gleichung 


’ 'R'yi + kcosidr 
j (R-+o)yV r 





wo 
2 — (R+r)'(1-+ke”") - R(i+ k)cos’t, 


J 


woraus man für den ersten und zweiten Differentialquotienten des F folgende 
36 * 
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Werthe erhält: 


u’ 


R’k 
— eo“, 


V" = 2(R+o)(14 ke“) — 








y" = 24 ke (ig) the”. 


Weil der zweite Differentialquotient V”, wie dieser Ausdruck desselben zeigt, 
stets positiv ist, so ist der erste V’ eine mit » zugleich wachsende Function, 
also V’ kann nur für einen einzigen Werth des e gleich Null werden, indem 
es aus dem Negativen in’s Positive übergeht, und wenn dieser Werth des », 











welcher Y’=0 giebt, positiv sein soll. so muss V’ für »= 0 noch negativ 
sein. und umgekehrt, wenn V’ negativ ist für e=0, so hat die Gleichung 
’’—=0 eine positive Wurzel. welche mit /# bezeichnet werden soll. Die 
Bedingung Y’ negativ für o—=(O giebt 





























aRi+M--<0, 
oder 
na AU+M 
k 


Für diejenigen Himmelskörper, bei denen diese Bedingung nicht er- 











füllt ist. sondern 


ist V’ positiv für alle positiven Werthe des vr, also V stets zunehmend und 
folglich niemals gleich Null, für keinen Werth des Neigungswinkels i. Bei 
diesen Himmelskörpern gehen daher alle Strahlen, welche von einem Punkte 
der Oberfläche ausgehen. ins Unendliche fort, und von einem Punkte der 
Oberfläche aus ist. streng genommen. kein anderer Punkt der Oberfläche zu 
sehen. Es ist dies der Fall, welcher auf unserer Erde Statt hat, für diese 


ist nämlich unter der Voraussetzung einer constanten Temperatur von O Grad: 
k — 0.000589. 4 = 7974”, R— 6366198”, 








also 
21 (1-+-k) re rn 
LEI 27092000”, 

welcher Werth grösser ist als der Erdradius AR. 
7. Es sollen nun die Refractionserscheinungen derjenigen Himmels- 
körper näher untersucht werden. für welche 






R > — : 
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ist. Für diese giebt es einen einzigen positiven Werth e = ß, für welchen 
Y’'=0 wird, welcher aus den Gleichungen 


si _ — Riw 

e hr & DD —- == +k un 0. 0 — 2:30 

leicht berechnet werden kann. Bestimmt man nun den spitzen Winkel /, als 
denjenigen Werth des i, welcher der Gleichung Y=0 für »—=ß genügt. 
also 


fi tw2 

R+ MV i+ke IRrP 
Ryi-+-k 

so hat für alle zwischen O und J liegenden Werthe des Neigungswinkels i 


die Gleichung 





9 


cos] — 


= 0 
zwei reale positive Wurzeln, deren kleinere o—= b das Maximum der Höhe 
ist, zu welcher der Lichtstrahl sich über den Himmelskörper erhebt, und es ist 





Rb 


R-+b) V1-1-ke IR+6 
EEE. Fi+ke TR 


Die Bogenentfernung 2a vom Ausgangspunkte, in welcher der Lichtstrahl den 
Himmelskörper wieder trifft, ist: 


2a — / "2R’y 14+-keosido 
‚ (R-eo)yV 





T 

Während i continuirlich von O bis / wächst, wächst b von O0 bis /, 
und 2a wächst von Null bis in’s Unendliche. Bezeichnet man die Werthe 
des i, welche beziehungsweise den Werthen des 2a gleich Rn, 2Rn, 3Ra, .. 
angehören, mit ü, &, ö ..., so bilden diese Neigungswinkel eine wachsende 
Reihe, deren unendlich entferntes Glied gleich / wird. Denkt man sich nun 
in einem beliebigen Punkte auf der Oberfläche eines solchen Himmelskörpers 
einen Beobachter. so muss dieser von diesem einen Punkte aus die ganze 
Oberfläche des Himmelskörpers überschauen können. Dieselbe muss ihm wie 
eine concave Schale erscheinen. deren Rand. der scheinbare Horizont, sich 
um den Winkel / über den wahren Horizont erhebt. In dieser Schale muss 
von dem Winkel Null bis zu i, die ganze Oberfläche des Himmelskörpers 
sichtbar sein und zwar grade bis zu den Antipoden, die näheren Objecte 
auf derselben müssen ziemlich in ihren natürlichen Verhältnissen erscheinen. 
die entfernteren aber, welche den Antipoden näher liegen, immer mehr ver- 
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flacht und zugleich in die Breite gezogen; der dem Beobachter diametral 
gegenüber liegende Punkt muss zu einem vollständigen Kreise unter dem 
Neigungswinkel ö, ausgedehnt erscheinen, mit welchem dieses erste Bild der 
sanzen Oberfläche abschliesst. In dem ringförmigen Intervalle zwischen den 
Winkeln ©, und ö%, muss ein zweites vollständiges Bild der ganzen Oberfläche 
sichtbar sein. in dessen durch den Winkel ©, bestimmten Rande der Beobachter 
sich selbst sehen muss und zwar von hinten und zu einem ganzen Kreise 
verzerrt. Ein drittes Bild der ganzen Oberfläche liegt zwischen den Winkeln 
;, und ;,. ein viertes zwischen ö, und i, und so fort in's Unendliche,. und 
diese unendliche Reihe der bald ausserordentlich schmal werdenden Bilder 
schliesst mit dem scheinbaren Horizonte für den Winkel / ab. 

Betrachtet man jelzt die Werthe des ;, welche grösser sind als /, für 
welche also Y nicht mehr gleich Null werden kann, so ist 
c '” Ryi--kcosidr 
R -/ (R+e)yV 


0 





der Winkel, welchen die Asymptote des in's Unendliche gehenden Lichtstrahls 
mit der Vertikallinie im Punkte #=0. r=0 bilde. Während hier ö von 


n gt " r " a r ” 
dem Werthe — bis zu dem Werthe / ceontinuirlich abnimmt. wächst der 





2 
se C ia von 5 j r 
Winkel nn continuirlich von Null bis in's Unendliche. Bezeichnet man nun 
die Werthe des ’, welche zen, 2n, 37, ... geben, beziehungsweise mil 
i,0, ©” .... so bilden diese eine abnehmende Reihe von Grössen, welche 


den Werth / zum Grenzwerth haben. Ein Beobachter auf einem beliebigen 
Punkte der Oberfläche des Himmelskörpers, welcher als Anfangspunkt der 
CGoordinaten = 0, r =0 gewählt werden kann. übersieht hier vom Zenith bis 


. . . 7ı . . . . 
zur scheinbaren Zenithdistanz zZ —' den ganzen Sternenhimmel bis zum Nadir. 


r, P} r. . . . . »” gt 7 
Zwischen den Winkeln ’ und ;”, also zwischen den Zenithdistanzen > 
y/ - [3 * .. * Eu 

und 5 —, muss ein zweites vollständiges, aber sehr schmales Bild des ganzen 





Sternenhimmels erscheinen, zwischen den Winkeln ©’ und :”’ ein drittes noch 
viel schmaleres. und so fort in's Unendliche. Diese unendliche Reihe von 
Bildern, welche ausserordentlich rasch immer schmaler werden, schliesst mit 
dem Winkel / im scheinbaren Horizonte ab. 

Wenn man nicht bloss diejenigen Lichtstrahlen in Betracht zieht, welche 
von einem Punkte auf der Oberfläche des Himmelskörpers ausgehen oder, 
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was dasselbe ist, in einen solchen eintreffen, sondern den Beobachter in irgend 
einen beliebig entfernten Punkt von diesem Himmelskörper versetzt, z. B. auf 


irgend einen anderen Himmelskörper, so treten dieselben merkwürdigen Um- 
stände ein. Namentlich wird auch von einem solchen Standpunkte aus die 
sanze Oberfläche des Himmelskörpers,. die vordere und auch die hintere Hälfte. 
sichtbar sein, in einem ersten scheibenförmigen Hauptbilde und in einer un- 
endlichen Reihe diese Scheibe umgebender ringförmiger Bilder. Ferner wird 
auch der ganze Sternenhimmel in der Atmosphäre eines solchen Himmels- 
körpers in unendlich vielen Bildern sichtbar sein. 

8. Um nun zu untersuchen, für welche Himmelskörper die Bedingung 





erfüllt sein möge, von der diese merkwürdigen Refractionserscheinungen ab- 
hängen, hat man, wenn man die absolute brechende Kraft der dieselben um- 
vebenden Luft der auf der Erde gleich nimmt, nur noch eine besondere Annahme 
über die Stärke der Atmosphäre zu machen. Die Stärke der Erdatmosphäre 
kann man dadurch messen. dass dieselbe. wenn sie die constante Dichtigkeit 
gleich Eins hätte, die Erde in einer Höhe von 7974 Meter umgeben würde; 
die Stärke der Atmosphäre eines anderen Himmelskörpers soll nun in ähnlicher 
Weise durch die Höhe % gemessen werden. welche die ihn umgebende Luft 
haben würde, wenn sie überall dieselbe Dichtigkeit gleich Eins hätte, d.h. die 
Dichtigkeit, welche die Luft an der Oberfläche der Erde hat. 

Bezeichnet man mit A,, %k,. 4, die Werthe dieser drei Grössen. welche 
[für unsere Erde Statt haben. unter Voraussetzung einer constanten Wärme 
von Null Grad, so dass 


R, = 6366198". 4, = 7974”, %, = 0.000589, 


und nimmt ausserdem die Masse der Erde gleich m., die Schwerkraft an der 
Öberfläche derselben gleich g,, während A, %, k, m. g die entsprechenden 
Grössen für einen anderen Himmelskörper bedeuten, so hat man 


Q mE‘ 


4 mR 


Der Druck der % Meter hohen Luftsäule von der Dichtigkeit Eins verhält sich 
nun zu dem Drucke der A, Meter hohen Luftsäule auf der Erde. wie Ag zu 
Ak,Qı. also die Dichtigkeit der untersten Luftschicht auf dem anderen Himmels- 
körper, welche mit Öd bezeichnet werden soll. verhält sich zur Dichtigkeit Eins 
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ebenfalls wie hg zu A,g,. man hat daher 
hg 
re... 
19, 
Weil ferner für die Luft von der Dichtigkeit Eins »„—1 =k, ist, so ist für 
die Luft von der Dichtigkeit d, »’--1 = Ad, also k— kl oder 


Die Luftsäule, welche bei der Dichtigkeit Eins die Höhe A hat, ist bei der 


Dichtigkeit d von der Höhe 5; es ist daher 


r 








h 19 
Lo —_— m JZ, 
Ö g 
Die Bedingung 
2)(l-+k 


giebt also 

Rhgk, __ gl + ze 

A, 9, g 1,9, r 
oder I 

Ag, 
enerTs 
also wenn die durch A zu messende Stärke der Atmosphäre dieser Bedingung 
genügt. so Ireten die oben entwickelten merkwürdigen Erscheinungen der 
Strahlenbrechung ein. 
9. Ich nehme als specielles Beispiel den Jupiter, dessen Radius ohn- 

sefähr 10.56 mal so gross ist als der Erdradius, und dessen Masse etwa 
338 mal so gross ist, als die der Erde. Man hat daher für den Jupiter 


4 = 10,86, "338. R = 69135000, 
7 m, 


(folglich 





Bi N Zu h..0,001688 
EN EHE . . 4 = Si? 2. == 
9 on on i 7974 


die obige Grössenbedingung für die Stärke der Atmosphäre, welche der 
Jupiter haben muss, wenn diese Art der Erscheinungen auf ihm Statt haben 


soll. findet man demnach 
h > 389. 


und weil 389 etwas weniger als der zwanzigste Theil von 7974 ist, so folgt, 
dass es schon hinreichend sein würde, wenn die Jupitersatmosphäre auch nur 
den zwanzigsten Theil so stark wäre, als die Atmosphäre der Erde ist. 
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Macht man aber über die Stärke der Jupitersaimosphäre die Annahme, 
welche die billigste zu sein scheint, nämlich dass die Luftmasse des Jupiter 
zu der auf der Erde sich verhalte. wie die Gesammtmasse des Jupiter zu 
der der Erde. so hat man 


AR’nh:4Rinia, — 3381. 
woraus man h = 22852 erhält; es wird demnach 
: = 0,0044, 2 = 2782. 


Aus der Gleichung Y’=0 findet man alsdann den Werth des % = 113094" 
und hieraus den Werth des /=3'48'. Bei dieser Annahme erscheint also 
die Oberfläche des Jupiter als eine concave Schale. deren Rand. als schein- 
barer Horizont sich um 3°’48’ über den wahren Horizont erhebt. 

Ich bemerke noch, dass der in dem Vorhergehenden gebrauchte Aus- 
druck „sichtbar“ nur im geometrischen Sinne zu nehmen ist, nämlich dass in 
der That unter den gemachten Vorausselzungen die Lichtstrahlen in den an- 
segebenen Richtungen in's Auge gelangen würden. Zieht man nämlich die 
Schwächung oder das gänzliche Verlöschen in Betracht. welches die Licht- 
strahlen in einer nicht absolut durchsichtigen Atmosphäre. wie z. B. in der 
unserer Erde erleiden, so wird im physiologischen und physikalischen Sinne 
von den angegebenen Erscheinungen nur wenig wirklich sichtbar bleiben. 
Von dem hauptsächlichen. ersten Bilde der Jupitersoberfläche wird alsdann nur 
ein gewisser Theil, der sich nach dem höheren oder geringeren Grade der 
Durchsichtigkeit richtet, wirklich zu unterscheiden sein. von dem zweiten. 
dritten und den folgenden Bildern aber sicherlich Nichts. Ebenso wird auch 
von dem ganzen Sternenhimmel nicht einmal das erste Bild vollständig klar 
zu unterscheiden sein. und selbst von der Sonne. welche vermöge der 
Strahlenbrechung auf dem Jupiter niemals auf- oder untergeht, weil ihr Bild 
niemals unter den scheinbaren Horizont herabsinken kann. wird. wenn sie zu 
tief unter den wirklichen Horizont zu stehen kommt. auch das erste Bild. 
welches alsdann zu einer sehr schmalen Ellipse abgeplattet erscheinen müssie. 
dem Auge kaum noch erkennbar sein. In der Nähe des scheinbaren Horizonts 
wird anstatt der unendlich vielen Bilder des ganzen Himmels und der ganzen 


Jupitersoberfläche nur ein blauer Streifen erscheinen. 


Berlin. im Juli 1860. 
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Der Abelsche Satz. 


(Von Herrn E. Heine in Halle.) 


I dem Aufsatze über die Lameschen Functionen verschiedener Ord- 
nungen, der sich im 60°" Bande dieses Journals findet, zeigt eine Integration 
durch Theile unter I. $. 4. Gleichung (e) auf S. 266. dass das Integral 


J 5 dz 
ar rec 


u 





der Gleichung 


—— d(J-yw(z)) _ Yw(e) 


. wa u a 
insg 2467 dr c— a 





genügt. Hier bedeutet w(x) eine willkürliche ganze Function, von der G(xz 


durch die Gleichung 


G(r\ - /[: vw (2) — w' (2) d ALTEN] dz 
T) = 2 u 
a 


—2 de N 2-3 Yw(z) 


abhängt. so dass auch @(r) eine ganze Function von x wird. deren Grad 








aber um zwei Einheiten geringer ist als der Grad von w(x). Ferner be- 
zeichnen « und ‚3 Constanten, und der Integrationsweg z in J kann zwischen 
den Grenzen « und 5 willkürlich genommen werden. darf aber nicht durch 
den Punkt x selbst führen. Die Quadratwurzel yw(z) muss sich in den In- 
tegrationsgrenzen « bis 3 continuirlich ändern, und yw(«e) und yw(ß) auf 
der rechten Seite von (1.) stellen den Anfangs- und Endwerth dieser Qua- 
dratwurzel vor. 

In der erwähnten Abhandlung wurde S. 267 bemerkt. dass vermittelst 
dieser Formel sich der Abelsche Satz beweisen lässt, zunächst der speciellere. 
wie ihn Jacobi *) ausgesprochen hat: der Beweis soll an dieser Stelle mit- 
getheilt werden. 

sei w(z) eine gegebene ganze Function vom Grade 2r-+1. die 
durch z getheilt für = 0 gleich I werden mag: die Wurzeln der Gleichung 
vz2'’—=0( heissen r,. r,. etc. r,,. und werden als sämmtlich verschieden vor- 
ausgesetzt. Ferner sei w(z) eine ganze. durch z theilbare Function »-+1'" 
Grades. in welcher der Coefficient von z°'' die Einheit ist. und a eine 
Constante. Um diese Bestimmungen besser vor Augen zu haben. kann man 





*) Crelle, Journal t{. Mathematik Bd. XXX, S. 121: Ueber die Additionstheoreme 
der Abelschen Integrale zweiter und dritter Gattung. 
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sich der Gleichungen bedienen: 
v(z) = 3(b,2” +b,3°" "+ etc. +b5,3+1) = (3—r,) (3—rı)... (3--r2.), 
w(2) =23(2"+0,3""+elc.+c,_13+c,). 

Ausserdem setze man 

(2.) (w(z))-a’w(z) = zf(2) = 3(3—0,)(3—-%)...(3—0,,,.). 

Es mag nun die Function wo, durch continuirliche Veränderung ihrer Constanten 
c, sich in eine Function W(z) verwandeln. welche dieselben Eigenschaften 
besitzt, die oben ww beigelegt wurden: zu gleicher Zeit soll @ in A übergehen. 
Endlich setze man noch 

3.) (Wi) —-A’y(z) = 3F(z) = 3(3—-Pı)(3- PR)... (2--Pansı)- 
und deıfke sich unter ,, Ps. etc. diejenigen Wurzeln von F(z) = 0. in welche 
respective &,. ©. etc. continuirlich übergegangen sind. 

Man bilde nun 22-1 Integrale J, die J,. J,. etc. heissen. indem man 
successive @ und 5 zugleich Indices respective 1, 2. etc. anhängt. Der In- 
tegralionsweg z in J, ist zunächst der Weg. auf welchem «&, in /, übergeht. 
und diesen hält man als Integrationsweg z beim Beweise fest, kann ihn aber. 
wenn erst das Resultat festgestellt ist. auf verschiedene Art abändern. Man 
muss (Ss. 0.) annehmen, dass x nicht im Wege z liegt. weil sonst das Integral 
J, seine Bedeutung verliert. Bei Festsetzung des Zeichens von yw(z) nehmen 
wir an, um Weitläufigkeiten im Ausdrucke zu vermeiden, dass von den Wegen. 
auf denen a in A und «, in /, übergeht. der erstere nicht durch Null. der 
zweite durch kein r führt. Indem man in üblicher Weise die Wege. wenn 
sie diese Punkte treffen sollten, unendlich wenig abändert, kann man das Ver- 





langte erreichen. Der Quadratwurzel Yyr(z) giebt man nun als Anfangstwerth 
denjenigen, welcher der Gleichung ®(«,) = ayw(e,) entspricht; im weiteren 
Verlaufe wird dann yıw(z) überall bestimmt sein, trifft also. da ausserdem 
vw, a, a conlinuirlich in W, P, A übergehen, mit einem solchen Werthe in /, 
ein, der W(2,) = Ayw(ß,) entspricht. Aehnliches gilt auch für J,. J. ete. 

Bildet man für jedes J eine Gleichung wie (1.). addirt diese Gleichungen 
und setzt die Summe der 22-1 Integrale J gleich S, so erhält man 








Ss = J, ++ etc. + Jı..ıs 
AN u Sue) _ 101 ze) | 
1.) mn dx „a c—a = x — 5 Hı 7), 


wo Heine Summe von Functionen wie @, also wiederum eine ganze Function von 

x höchstens vom 2»—1'" Grade vorstellt. und die Summenzeichen selbstver- 

ständlich eine Summation über alle 2»-+-1 Werthe respective « oder /? andeuten. 
 y A 
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Bezeichnet ©(x) irgend eine ganze Function höchstens 2n'" Grades. 
so ist nach der Lagrangeschen Formel 
= ___&9a) _ 9@), 
= @-e)f(e) fi)’ 
war ©(a) von höherem Grade, so giebt die linke Seite nur den Rest, welcher 
bei Division von O(x) durch f(x) übrig bleibt. Wir bezeichnen ihn durch 
R[O(x)]: f(x). 
Da nun ayw(a) gleich (a) war, so hat man 





Yv(e) 1 a 
ee == —Rle(z)f (x)] : Me). 


u 
Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich durch (2.) noch weiter transfor- 
miren; fügt man die Argumente x vorläufig den Functionen nicht hinzu, so 
ergiebt sich aus (2.) 


ıf' = ww — a w—f, 
Rfef'\:f— R| Pe EEE | 2 


x 


und selzt man für ©’ seinen Werth zf-+a'w 


rei upf2ye—ew]., 
I Rfef']:f = ar —#]: 7. 





Der Grad der ganzen Function, welche rechts durch f zu theilen ist, beträgt 
32, derjenige des Divisors f aber 2r-+1:; der Rest, welchen der Bruch giebt 
und den das Zeichen AR andeutet, ist also gleich dem Bruche weniger einer 


ganzen Function 7 vom n—1"" Grade, und man hat 


"z 7 

so wie einen ähnlichen Ausdruck, welcher y, als ganze Function enthalten 
mag. für die Summe nach 5 in (4.). Zieht man noch H mit y und y, in 
eine einzige Function A(z) zusammen, so dass K(x) wiederum eine ganze 


Funetion höchstens vom 2n—1"" Grade wird, so entsteht aus (4.) 


Yw(e) ii 2ww — ww 


z— a 


— 
a 





a(Ssywa)) 2ya)w (a) —w(r) w'(r) 2u (2) W'()—W (x) w'(r) K (x) 


5. =. —— A: 77 BER 
| dee f(a)yı(r 2 F(2)yw(«) Yuy(e) 


Das ersie und zweite Glied der rechten Seite sind ebenso wie die linke Seite 
vollständige Differentialquotienten nach x: integrirt man nach zr von r=r, 
an. und selzt 

 [ Klx)dx 


Zix = P— a 
+ Yv@) 





so findet man 
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W(a)-+ AYp 2) + 
(©) Ayw(z) — loo w(t) | ER) Z(z&). 











r er 3 _ nn 
W(2)— Ayw(e) (2) — ayw(z) 
also den Abelschen Satz, wenn man zeigen kann, dass Z(x) verschwindet. 


(6.) Syw(z) = log 


/ 


Um dies zu beweisen, geht man davon aus, dass, wie unten gezeigt 
werden wird, Z(x), auf welchem Wege man auch nach x von r, an integrirt 
haben möge, für = r,, rı, elc. r,, gleich Null wird. Ist dies festgestellt. 
so gestaltet der Beweis sich auf folgende Art: Das Integral Z ist eine solche 
Funelion von r, welche in einem Punkte x nicht immer denselben Werth « 
besitzt, sondern bei Veränderung des Integrationsweges x auch den enigegen-. 
gesetzten Werth —o annimmt, und endlich die Werthe » und —e, vermehr! 
um positive oder negative Vielfache von den Grössen Zr). Z(r,), ete. Z(r,.). 
Da die letzteren Ausdrücke nach der Voraussetzung sämmtlich Null sind. so 
ist (Z(x))' eine continuirliche einwerthige Function von x, die nur für 2 = x 
unendlich wird. d. h. es ist eine ganze Function von x. Diese muss durch 
w(x) theilbar sein, da Z(z#) für 2=n,. r,, etc. r,, verschwindet; also hat 
Z(x) dieForm QYy 
Function sein kann. Hieraus folgt 

Kl) __K@)Q _ d(QOywen)) 





w(z)}. wo .Q nur noch eine Quadratwurzel aus einer ganzen 





® 


yw(z) | Oyw(«) ’% dx 
2K (a) Od — AO) AO wie): 


also ist Q eine ganze Function von x. Soll diese vom Grade m sein. so 








nn k Ldr x 
wird d(Oyw(z)) jedenfalls von der Form ——, wo L ganz und vom Grade 
yw(z 


2n--m ist. Es kann Z also nicht, wie es geschehen soll, mit K{x) überein- 
stimmen, da dieses nur den Grad 2»—1 erreicht, d.h. es ist L=0, K=0, 
folglich Z(x) =. 

Um schliesslich zu zeigen, dass Z(x) wirklich für e=r,, r,. ete. r,, 
verschwindet, wie so eben vorausgesetzt war, heben wir folgende Punkte hervor: 

a) Ein bestimmtes Integral kann bekamntlich noch eine Bedeutung 
behalten. wenn auch die zu integrirende Function, die $(x) heissen mag, an 
einer Stelle & des Integrationsweges x discontinuirlich wird. Stellt ab den 


Integrationsweg .ır vor, also 5 einen Punkt dieses Weges, und sind S—e und 
&+n zwei Punkte des Weges ab, die & sehr nahe liegen, der eine zur 
Linken von &, nach a zu, der andere zur Rechten, zwischen 5 und b, so ist 
nämlich das Integral von 9(z)dr,, von a bis b über ab integrirt, gleich der 
Grenze von der Summe der beiden Integrale von a bis S—e und von S+7 
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bis b, die Grenze für verschwindende e und 7 genommen. Existiren solche 
Grenzen, so hat das Integral von a bis 5 über ab noch einen Werth. Solche 
Grenzen werden wir abgekürzt als Integrale von a bis $—0, oder von 5-+0 
bis 5 bezeichnen. 

b) Sind für alle Werthe, die x auf dem Wege ab annimmt, zwei 
Functionen I(x) und Y(x) continuirlich und gleich. so wird 


77) h 
/ (a) da = / p(az)dıe; 


a a 


findet an dem Endpunkte 5 die Gleichheit 9(x) =g(x) nicht mehr statt, was 
geschehen kann wenn diese Functionen dort unstätig werden, so findet doch 
die obige Integralgleichung statt, vorausgesetzt dass die Integrale einen Wertl 
behalten. da sie dann Integrale von a bis 5—0O werden. Dasselbe gilt, wenn 
9 und g am Anfangspunkte a ungleich werden, folglich auch, nach (a). wenn 
in einem mittleren Punkte $ die Ungleichheit eintritt: immer noch werden die 
obigen Integrale übereinstimmen, wenn sie überhaupt einen Werth besitzen. 

Auf (5.) angewandt zeigen diese Bemerkungen, dass die Integrale der 
beiden Seiten dieser Gleichung. auf einem beliebigen Wege ab nach x ge- 
nommen, mag auch der Weg x durch die Curven z führen. wenn die Integrale 
überhaupt existiren, auch gleich sind, obgleich das Bestehen von (5.) ursprüng- 
lich voraussetzte, es liege x nicht in gewissen Curven, den Integrationswegen z. 

e) Ist O(x) irgend ein einwerthiges Integral von I(x)d.r, welches auf 
dem Wege ab stetig bleibt, und höchstens in dem Punkte 5 dieses Weges (für 
andere Wege ab können gleichfalls Punkte wie 5 existiren) keinen bestimmten 
Werth besitzt. so wird das Integral von I(x)dx, über diesen Werth ab ge- 
nommen, gleich 9(b) —- 9a) — (9 (5+0)—- 95—V)). 

Stellt 9 (x) die linke Seite von (5.) vor, so besitzen wir in S.yw(x) ein 
solches Integral (x). wenn zunächst solche Wege x ausgeschlossen werden, 
die einzeln oder von denen mehrere zusammengenommen einen oder mehrere 
Punkie r umkreisen: das Zeichen von yw(x) ist dann ein vollständig be- 
stimmies. sobald es, wie wir immer annehmen, für x =r,. d.h. für ein «, 
welches r, unendlich nahe liegt. gegeben war. Zerlegt man nämlich S wieder 


in seine Bestandtheile J, so sieht man, dass S.yır(x) sich mit «x continuirlich 


ändert, so lange x nicht einen Weg z durchschneidet. wie nahe auch x dem 
Wege 3 liegt. Beim Durchschneiden eines Weges z ändert sich aber S.yı(x) 
plötzlich um +2ni, welcher Werth in obiger Formel dem Ausdrucke 


9(5+0)—-9(5—0) entsprechen würde. In der That ergiebt die für solche 
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Untersuchungen übliche Behandlung des Integrales 


. dz 
J 3) Yy@) 





dass es, über einen kleinen Kreis mit dem Mittelpunkte x integrirt, + En. 
VY(«) 
wird. Diesen Weg z, den kleinen Kreis, kann man aber, ohne den Werth 


des Integrales zu ändern, so auseinander ziehen, dass er ein schmaler läng- 
licher Streifen wird, der den Punkt x noch immer umschliesst, und dass man, 
die Begrenzung des Streifens durchlaufend, den Punkt ‘x einmal unendlich 
nahe zur Rechten, das andere Mal zur Linken hat. Das Integral zwischen 
zwei beliebigen Punkten der Contour dieses Streifens genommen, das eine 
Mal, indem der Integrationsweg zur Rechten des Punktes x ihm unendlich nahe 
vorbeigeht, das andere Mal, indem der Weg, dem ersten unendlich nahe, zur 
Linken des Punktes x ihm unendlich nahe vorbeigeht, giebt also Werthe, die 


5 2nı ; 
sich um + —— unterscheiden. 
Ye | ai ’ | 
Es wird also der Werth des Integrales der linken Seite von (5.) aul 


dem Wege ab, dessen Anfangspunkt a der Punkt r,. dessen Endpunkt 5b der 
Punkt x ist, wenn ein Punkt $ auf ab nicht existirt. wenn also ab einen 


Integrationsweg z nicht schneidet, Syw(x),. wenn ab ihn einmal schneidet, 


Syw(z)+2ri Allgemein. wenn ab die Integrationswege z mehrfach schneidet. 
} d J Kr r ‘ 
so wird das Integral der linken Seite von (5.) gleich Syw(x) vermehrt um 
ganze Vielfache von +2ni, deren Anzahl sich auch sofort nach dem Obigen 


angeben lässt, sobald man den Weg x kennt. Darf der Weg x die Punkte 





r umkreisen, so wird, je nach der Anzahl der Umkreisungen, yw(xz) das eine 
oder andere Zeichen zu geben sein. 
d) Der Ausdruck auf der Rechten in (5.) zerfällt in zwei Theile. 
Der eine, K enthaltende, giebt das endliche Integral Z(x). dieses auf dem 
Wege ab von a=r, bis b=.x genommen. 
e) Setzt man 
pP W(«) HAYwCR) w(&) —ayv@) 
w(e)—ayw(e) Wa) +AYwe) 
so ist der andere Theil der rechten Seite von (5.) gleich 
ie. 
P dx 
Heisst das Integral nach x, auf einem willkürlichen Wege von 2 =r, an ge- 
nommen, logP, so ist es, auf einem anderen Wege genommen, logP ver- 
mehrt um ganze Vielfache von +?ni. 
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f) Da für 2=nr,, rı, etc. r,, sowohl Syw(xz) verschwindet, als auch 
log P gleich einem ganzen Vielfachen von +27; oder Null wird, so ist Z(r,), 
Z(r,), ete. Z(r,,) entweder Null, wie behauptet war, oder ein ganzes Viel- 
fache von +2’, also dann wenigstens +27. Dies ist aber unmöglich. Sind 
nämlich die Integrationswege z klein, so werden auch, wenn man 


Zn—l 


K(r) Z— YtNEtRT+ tg it 
setzt, die Constanten g sehr klein sein müssen. Da bei Integration auf einem 
beliebigen Wege .r, immer 

"zrdz 

w@) 
endlich bleibt, so wird daher Z(x) klein bleiben müssen, folglich nicht 2x: 
sein können. 

Sind aber die Integrationswege 3 nicht hinlänglich klein, so kann man 
sie theilen, indem man zwischen die & und 5 ähnliche Grenzen in beliebiger 
Anzahl einschiebt. Für jedes so entstehende Z weist man wie oben nach. 
dass es verschwindet; es verschwindet also auch die Summe der Z, und man 
findet den Abelschen Satz 

S.yYw(r) = logP. 
Die Bedeulung des logP ist aus dem Vorhergehenden klar. Da nämlich X 
in (5.) verschwindet. so wird (nach ec) durch Integration nach .r auf irgend 





einem Wege x, welcher keinen Weg z durchschneidet, genau Syy(x) er- 
halten, also immer derselbe Werth. und noch dazu mit demselben Zeichen. 
wenn man jedesmal den Weg .r gleich oft Punkte r umkreisen lässt. Anderer- 





da Ä ‘dp " r 
seits ist logP jedes Mal -/ 5, das Integral über denselben Weg x ge- 
nommen, den man bei Integration der linken Seite wählte. Es ist also 
PR ; ; 
log / Ffm 


der Werth, welchen man findel, wenn man auf irgend einem Wege :r inte- 
grirt, der keinen Weg z schneidet, und auf dem yy(z) dasselbe Endzeichen 
erreicht, welches diese Grösse auf der linken Seite. in Syy(x) hat; welchen 
von diesen unendlich vielen Wegen man aüch wählt, immer findet man den- 
selben Werth für den Logarithmus. 

Halle, im Juni 1862. 













































































Anwendung der Potentialausdrücke auf die Theorie 
der molekular-physikalischen Fernewirkungen und 
der Bewegung der Elektrieität in Leitern. 

(Von Herrn G. Roch *).) 


Einleitung. 
Eine Function w der complexen Variabeln z= x-+yi genügt der Dif- 
ferentialgleichung 


dw . dw 


= 0, 


I 


ea 
Aehnlich ist die Gleichung für das Potential von Massen. die alle ausserhalb 
des Raumes liegen, in welchem das Potential untersucht wird: 

dP dP  dP 


A 0 2 
de’  dy' dz‘ 


= 0. 


Ist in einem Punkte dieses Raumes P unendlich wie die reciproke Entfernung 
von demselben, so entspricht das Potential ausser äusseren Massen noch einer 
in diesem Punkte angehäuften Masseneinheit. Die Function w von @-+yi ver- 
mag durch solche Punkte, in denen sie, wie man sagt, von der ersten Ordnung 
unendlich wird. bestimmt zu werden. Bei der Function P aber bleibt man 
nicht hierbei stehen. sondern man nimmt an. dass innerhalb des betrachteten 
Raumes auch stetig vertheilte Massen vorhanden, dass sie nicht in einzelnen 
Punkten angehäuft sind. Dann ist AP von Null verschieden und der bekannte 
Satz. dass eine Function von der Art «© innerhalb einer geschlossenen Curve 
bestimmt ist. wenn man weiss. welchen Werth sie in der Begrenzung hat 
und wie sie im Inneren unendlich wird, erweitert sich zum Greenschen Satze. 
dass P durch seine Oberflächenwerthe und sein A im Inneren bestimmt ist. 
In Wirklichkeit ging man von diesem Satze aus. um den ersteren für die 
Functionen einer complexen Variabeln zu beweisen. Doch hat man vom 
Greenschen Satze noch nicht die Anwendungen gemacht für die Theorie von 
Functionen des Ortes im Raume. wie von seiner specielleren Folgerung in der 





*) Diese bereits als Inaugurai Dissertation in Göttingen gedruckte Arbeit er 
scheint hier mit einigen Abänderungen von der Hand des Herrn Verfassers. 
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angegebenen Form. Es ist deshalb diese Entwickelung umgedreht worden, 
um die Achnlichkeit der Sätze noch recht deutlich hervorzuheben. 

Erwähnt kann noch werden, dass man AP wieder ebenso wie P be- 
stimmen kann; und es enthält $.10 das für unsere Entwickelungen Nöthige, 


wenn man die A wieder als Potentialfunctionen betrachtet. 





1. 


Ueber den allgemeinen Zusammenhang von Bewegungen. 


$. 1. 

Für Functionen einer Veränderlichen ist es gelungen, mehrere Systeme 
von einander unabhängiger Grössen anzugeben, die zu ihrer Bestimmung noth- 
wendig und hinreichend sind; es ist hiermit die Angabe der Grenz- und Un- 
stetigkeitsbedingungen gemeint. In der Einleitung ist schon auseinandergesetzt. 
welche Aehnlichkeit diese Bestimmungsweise mit der Darstellung einer Function 
dreier Variabeln durch Potentialausdrücke hat, und es muss daher nahe liegen. 
von diesen Ausdrücken auszugehen, wenn man untersuchen will, welchen 
sreifbaren Einfluss die Voraussetzung der Stetigkeit auf den Verlauf einer 
Function innerhalb eines geschlossenen Raumes ausübt. Dass ein solcher Ein- 
fluss wirklich existirt, kann man mit Sicherheit erwarten; für Functionen einer 
Variabeln ist er leicht plausibel zu machen. Man habe auf einer Strecke der 
Axe entsprechend eine stetig verlaufende Curve gezeichnet; erhebt man dann 
den einen Punkt der Curve um ein endliches Stück, so muss dasselbe mit 
allen Nachbarpunkten, bis zu einer endlichen Entfernung beiderseits geschehen. 
damit die Curve keine Unterbrechung erhält. 

Vermag man dies für Functionen dreier Variabeln in Formeln darzu- 
stellen. so muss dies in vielen Fällen zu interessanten Folgerungen Anlass 
seben. Sollen z. B. Schall- oder Lichterscheinungen in einem Raume stetig 
vor sich gehen, so würden vermöge der Bewegung von Schall und Licht die 
einzelnen Punkte im Raume nach gewissen Zeiten sich ihre Bewegungen mit- 
theilen, ausserdem aber müssten nach den Gesetzen der Stetigkeit gleichzeitige 
Einwirkungen der Zustände entfernter Punkte auf einander stattfinden, die von 
den partiellen Differentialgleichungen der Bewegung ganz unabhängig sind, und 
den Anschein von Fernewirkungen zwischen den Molekülen haben. 
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$. 2. 

Die Analyse bietet uns mehrere Formeln, eine Function, für deren 
Verlauf weiter keine Regeln als einige Stetigkeitsbedingungen gegeben sind. 
so darzustellen, dass daraus der Einfluss verschiedener Punkte auf einander 
erhellt. Wir gehen für die jetzigen Entwickelungen von der Formel für die 


Potentialfunction aus: 


4 SIE 8 S//- m’ da! de’ 
— 47Im = ag a ne nn nn en mn a ——— 
dx dy re (y— | (2- „N? 








> 


wenn m' der Werth von m in «', y', 3’ ist. 
Nach dem Greenschen Satze ist eine Function V der drei Coordinaten 
in einem geschlossenen Raume eindeutig bestimmt, wenn man ihren Werth 


an der Oberfläche und den Werth von 


Es d’V UV | 
2 gt _ 2 = Al 





dx 
im ganzen Inneren kennt, und a ist natürlich, wenn V gegeben ist, ihr 
/s vollständig bestimmt. Man kann diese Functionen daher als eindeutig 
von einander abhängig bezeichnen, so dass einem bestimmten Verlaufe von 
AV ein ganz bestimmter von V entspricht. wenn die Oberflächenbedingung 
hinzukommt und umgekehrt. 
Wir benutzen diesen Satz in der durch 


ö ie a1 
d \ / ER a r k r 1 dV' 
> mare -SJ/- AV'dx'dy' dz' JS) r aaa he = do 


ausgedrückten Form, wo r die Entfernung von x, y, z und «', y, 2, wo p die 
Normale in einem Punkte der Grenzfläche des Raumes, über welchen die 
dreifachen Integrale ausgedehnt sind. do das Oberflächenelement und V’ den 





Werth von V in «', y', 2’ bedeutet. Schreibt man: 








1 
v ur, uch uf ERSEEN, 
Do. BEN 


wo & eine sehr kleine auf der Normale von ds beiderseits aufgetragene Strecke 
bedeutet. so sieht man. dass das Doppelintegral in (1.) eine Potentialfunction 
zweier oberflächigen Massenvertheilungen darstellt: einer einfachen, von der 


Al V' y' 


und einer Doppelschicht mit den Dichten: +5- und ——; in 
2e 28 








i I) 
Dichte — 


dp 
der Entfernung 2e von einander. Zugleich folgt aus den früheren Bemer- 


kungen, dass jede Function die den Stetigkeitsbedingungen des Potentials ge 


nügt. auch durch einen Ausdruck wie (1.) dargestellt werden kann. Die zu 
38 * 
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r . . .. 1 r .. . 
V gehörige Massenvertheilung wäre — v7 AV. Den von oberflächigen Massen- 


vertheilungen herrührenden Theil wollen wir kürzer als von Oberflächenin- 
tegralen herrührend bezeichnen. 

Wir wollen jetzt diese Darstellungsweise behufs einer symmetrischen 
Darstellung eines Systems «, o, w von Functionen der drei Variabeln x, y, z 
noch etwas modifieiren, wodurch gewisse in den Oberflächenintegralen steckende 
Theile mit herübergezogen werden in den von inneren Massen herrührenden. 


$. 3. 

Es ist schon mehrfach bekannt (vergl. Stokes, theory of diffraction. 
Cambridge transactions Vol. IX, Helmholtz im 55°", Clebsch im 56°" Bande, 
pag. 1 dieses Journals), dass ein System «, v, w stets in zwei zerlegbar ist, 
von denen das erste u, vd. w durch eine einzige Function ersetzt werden 
kann, deren partielle Differentialquotienten nach x, y, z die u, v. w sind. 
Das zweite System ist einer solchen Schreibweise nicht fähig und es handelt 
sich zunächst darum, eine andere einfache, für alle Fälle ausreichende Form 
für dasselbe zu finden. Diese Zerlegung wird auch bis auf Theile, die gewisser- 
massen in beiden Formen darstellbar sind, eindeutig sein. Es sei: 

1.) wu=u+tu, ?=9-4Vv, w=w-+4w. 


und 
dP dP dP 
(2.) 4nu=__; Re -Aap= 
Dann folgt aus den letzten Gleichungen: 


du , do , dw XP, d’P_, d’P 
An - +2) Er de? " dy’ r da’ 


dx  dy 
Betrachtet man u, vd, w als Componenten der Geschwindigkeit etwa eines in 
X, Y, 3 befindlichen Atomes, so ist bekanntlich —© die im System bewegter 


Atome hervorgebrachte Verdichtung, und es gewinnt so die Differentialglei- 
chung zur Bestimmung von P:AP=—4n0O eine anschauliche Bedeutung. 





' 


P' und ®' seien wieder die Werthe von P und ® in «', y', 3’, so liefert 
diese Gleichung nach $. 2: 





, /(9 Ir ı\D sm ., ı\? 

3.) P=//JT- da'dy'ds', r=yVa-ay+Y-yT re) 
Hierbei sind die Oberflächenintegrale nicht mit berücksichtigt, die in (1.) $.2 
vorkoımen. Es wird sich dies später aus der Bemerkung rechtfertigen, dass 
dieser Theil von P Theile von a, v, w liefern würde, die sich auch in der 
Form schreiben liessen, wie u, v,. w, zu deren Betrachtung wir nun übergehen. 
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Aa 


Betrachten wir die «, ©, w als Geschwindigkeitscomponenten eines 
Atomensystems, so sind durch u, v9, w die Theile der «a, ©, w gegeben. 
welehe eine Verdichtung der aus den Atomen bestehenden Materie hervor- 
bringen. Für die noch übrigen Theile ist daher die Verdichtung eleich 
Null, es ist: 


























du ı dv dw 








Fr a Feng 
Wir schreiben die u. v, w deshalb in der Form: 
BR dF, _dF, dF dF dF dF, 
(#.) Is oo — 4; ea ce 2 — 4; Eon . 
4.) —dnu Fr dy Env dx dz ’ he dy de 


diese Gleichungen sind nicht unabhängig von einander, so dass zur Bestimmung 
der F noch eine Gleichung hinzugefügt werden darf. Wir wählen: 
dF, e dF, Mh, _ 09 
de ' dy 
In Folge dieser Bedingung ist es möglich, aus (4.) für die F ähnliche Glei- 
chungen, wie für P geschehen ist, zu entwickeln. In der That findet man, wenn 


Or re = e“ ) m = — ( dw e | { du dv ) 
(9.) m, — u dy . „= . Mm; — day „ 


gesetzt wird: 





AF=-Anm., AR=-Anm. ARF,= -—4Anm,. 


wodurch sich für die F ähnliche Ausdrücke wie für P in (3.) ergeben. Die 
in diesen Potentialen vorkommenden Massen haben eine sehr wichtige Eigen- 


thümlichkeit, die darin besteht, dass die u. v,. w zu Ausdrücken wie m,. m;. 


. - “ . . . r . dv dw 
m, in (5.) vereinigt, diese gleich Null machen, da offenbar Fe etc.: 
e (% A 
ebenso En dass die u, v., w zu einem Ausdruck von der Form 
du .. 
0) — Erz “ Tr vereinigt, dies gleich Null machen, so dass in diese Massen 


m und © überall «, ve, w anstatt u, v,. w oder u, v. w eingeführt werden 
dürfen, mithin, um die m und © zu berechnen, nicht erst die Zerfällung der 
u, v, w ausgeführt werden muss. Wir schreiben demnach: 


du dv + div 


et 
dv dw dw du du Er 
1) ri Re“ 7, a m 


Hiernach wäre z.B. 


84m /) 7 awayası+ IT” 
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wobei auf die Oberflächenintegrale, welche den dreifachen noch angehäng! 
werden müssten, keine Rücksicht genommen ist. Mit diesen müssen wir uns zu- 
nächst beschäftigen. Denken wir uns an P ein Oberflächenintegral p angehängt. 


i l d d 
so verändern sich —Arnu, —Ane, —Anw um >. ne be welche Theile 
dx’ dy’ dz 
wir mit o, 9, y, bezeichnen. Da p ein Oberflächenpotential, so ist Ap=(0. 
de dA, dy 
d.h. — + —-+-- 
dz  dy  dy, 


—0, mithin könnten «, 5, y auch in der Form (4.) ge- 
schrieben werden. Ebenso würden wir umgekehrt finden, wenn zu den F 
Oberflächenpotentiale hinzugefügt würden, dass dann die a, e, w um Theile 
sich änderten, die auch in der Form (2.) d. $. geschrieben werden könnten. 
Durch die bis jetzt ausgeführte Zerlegung erhalten wir also die Theile der 


u, e, w, welche nur in der einen der beiden Schreibweisen (2.) oder (4.) ge- 


schrieben werden können. Es bleiben dann noch Theile «, 5, y übrig, für die 
=. d3 , dy 0 
dae'y' ik 
de dp 
— —— =, etc. 
dy d& 


ist: dadurch wird u=u+u-+o, = +9+P9, w == w+m-+9, und nach den 
eben entwickelten Bemerkungen kann man auch diese vollständigen Werthe 
u, v. w in (6.) und (7.) zur Berechnung der © und m einsetzen. Man kann 
sich auch zuletzt noch direct durch Benutzung der für «, v, © entwickelten 
Ausdrücke überzeugen, dass dieselben in der That die «, ®e, w bis auf Theile 


co, 2, y von den angegebenen Eigenschaften darstellen. Dazu bezeichne man 


j 


OP- 


_ 


die durch (8.) und ähnlich in Bezug auf © und ww» gebaute Ausdrücke 
oebenen Werthe a, ®, w durch «,, ©,. @,. so dass 


dP \ dF, dF, 
-4nu, = da + de dy’ er. 





dann giebt die Ausführung der Differentiationen: 


du—u) , de—v) dw—w,) 
dx | dy Ä dz 





) 
_—h 


—Z% 





du-—u) d(e-v,) 
dy dx 








— 0), etc. 


$. 4. 
Wir werden nun den m,, mM, m, eine geomelrische Bedeutung geben. 
indem wir wieder die «, ce, w als Geschwindigkeitscomponenten auflassen 
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Diese Deutung ist, wenn das bewegte System von Atomen ein fester Körper 
ist, sehr leicht. Die Bewegung eines festen Körpers lässt sich immer durch 
eine fortschreitende und eine drehende Bewegung um eine Achse darstellen. 
so dass die Componenten der Geschwindigkeit eines Theilchens in der Form 
geschrieben werden können: 


u= Ad—6GY-+ 03, 
(1.) v = b—-c,3+6GLT, 
w = C—-GT-+CY; 


a, b, e sind die Componenten der fortschreitenden, e,, €, c; die Componenten 
der Winkelgeschwindigkeit der zweiten Bewegung. Ersetzt man x, y, z 
durch 2—o, y—P, 3—y, so würde die Drehung um eine andere Achse aber 
mit denselben Geschwindigkeitscomponenten erfolgen; es lassen sich dann 
immer «a, b, c' so bestimmen, dass: 


a+,ß—-oy=a, b+ay-Ga=b, C+na—aß=e, 
so dass also die Achse jede Lage annehmen kann (nur immer sich parallel): 
immer aber werden die Drehungsgeschwindigkeiten dieselben bleiben. Aus 


(1.) folgt: 
| URN dv dw 
\ = 2 (z =) 





Ä lu 

(2. re Ge 

une 0 “\de ds’? 
BER er 
Bun “\dy da 


Man kann, um die Bewegungszustände eines beliebigen Systems von Molekülen 
zu untersuchen, jedes einzelne derselben als fest annehmen, und es würden 
dann die eben entwickelten Formeln ihren Werth behalten. Es ist aber 


genauer, eine Ausbreitbarkeit in den kleinsten Theilchen anzunehmen, und es 
kann dann bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung 
die Bewegung eines solchen Theilchens erklärt werden durch eine der Be- 
wegung eines festen Körpers ähnliche neben einer radialen Ausbreitung. deren 
Richtungen für die verschiedensten Begränzungstheile sich in einem Punkte 
treffen. Für diese Bewegung gelten dann ganz die Formeln (2.). wie jetzt 
nachgewiesen werden soll. Dieser Beweis ist der von der Göttinger philo- 
sophischen Fakultät gekrönten Abhandlung meines verehrten Freundes Dr. 
Hankel über die Bewegung der Flüssigkeiten entnommen (Göttingen 1861.). 
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Betrachten wir das Integral 


Sa de -+vdy-+wdz) 


ausgedehnt über eine geschlossene Curve und suchen dasselbe auf die Form 
eines Doppelintegrales zu bringen, welches über eine durch diese Curve be- 
eränzte Fläche ausgedehnt werden soll. In dieser Fläche ist z von x und y 
abhängig und man kann daher die Transformationsformel: 


ir S(YdE dn | 
(a.) SEde-+ndy) — +//& -z dx dy 


benutzen. wenn man dem obigen Integrale die Form giebt: 


Ku + = w) dc—+ (v +z w)dy) . 


Die von uns benutzte Formel (a.) ist ohne Weiteres evident; es erklärt sich 





das doppelte Vorzeichen dadurch, dass man das Integral linker Hand nach 
zwei enigegengesetzten Richtungen um die Begränzung herum nehmen kann. 
Das untere Zeichen gilt, wenn man so herum geht, wie die positive = Achse 
gedreht werden muss, um am kürzesten auf die positive y Axe zu kommen. 
Unser Integral geht so aus seiner zweiten Form über in: 


Yırydu di dw de\ds /du dw\dz\ 
#// = a MH 3 dx 4 (z u dy ) da .dy. 


Dies gewinnt eine einfachere Form durch Einführung der Winkel 4, u, v, 











welche die Normale zum Flächenelement do mit den Achsen bildet: diese 
Winkel haben auch um 180° verschiedene Werthe je nach der Richtung der 
Normale. die als positiv bezeichnet wird, so dass die Angabe der Richtung. 
in der das einfache Integral / (ud + edy + wds) genommen wird, nicht mehr 


genügt. das Vorzeichen der folgenden neuen Integralform zu bestimmen: 


Judz +vedy+ wdz) 


ie du dw du du dı 
= +/ u. — qy)00s1 + (7) eos 4 ka — 7) cos v\ do. 


dv dw 


Im Hinblick auf die Gleichungen (2.) dieses $. ersetze man — — ), etc. 





dz dy 
durch 2Ceosi', 2Ccosw', 2Ccosrv', ferner sei 9 der Winkel zwischen den 


Richtungen 4, u, v und #, w, v’, so ist 


Sudr+edy +wdz) = +2 //C.c0s0.do, 
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Ebenso sei #’-+»’+w' = U’ und U durch w, v, » als Projeetionen der Rich- 
tung nach bestimmt; ferner ds das Umfangselement und 9' der Winkel zwischen 
U und ds; dann erhalten wir die symmetrische Gleichung: 


JV.cos# .ds —_ +2 //C.c0s8.do 


Als Fläche über welche integrirt wird. nehmen wir jetzt einen unendlich 
kleinen Kreis vom Radius r; dann sind ©, cos® constant innerhalb der Grenzen 
und das Doppelintegral liefert +2C.cosd.r’ı. 

Ucos# ist die Componente der Peripheriegeschwindigkeit nach der 
Richtung der Peripherie. Diese totale Geschwindigkeit nun besteht nach den 
früheren Bemerkungen aus drei Theilen: Zunächst einer fortschreitenden Be- 
wegung des Ganzen; diese fällt im Integral weg. da die Componente davon, 
welche in Rechnung konmt, für diametral gegenüberstehende Punkte entgegen- 
geselzt ist. Die radiale Bewegung liefert gar keine Componente, und es 
bleibt die Drehung um den Mittelpunkt, welche die Winkelgeschwindigkeit d 
haben möge. Der Werth des Integrals wird so: 2r’ad und es entsteht: 

2r'nd = +?2r’nC.cosd, 
d.= +(.cos®. 
Nimmt man das Theilchen erst senkrecht zur z-, dann zur y-. dann zur 
z-Achse, so wird C.cos# successive die Winkelgeschwindigkeitscomponente 
nach den :r, y, z: 9 wird der Reihe nach identisch mit A’, «, v’ und man 
ersieht. dass auch für diese Bewegung die Formeln (2.) ihre Gültigkeit be- 
halten. Die Vorzeichen können dann, je nach der als positiv bezeichneten 
Richtung. immer leicht bestimmt werden. Die Drehung von rechts nach links 
als positiv genommen, gelten die dortigen Zeichen und die m in $.3 werden: 
n„—=3, wolle, m = 2%. 
Unsere Formeln für die Zerlegung der u, v, w sind dann die folgenden: 


\ -Anu= I (Sf dr ay da +—- af//: dc’ dy'dz af Jar dy'dz', 
(3. ir /, bei duy'dz’ + 2f/ dr dy ds’ ASS ar ayas', 
He ESJ EA dy'dz’+ ef“ "drdyds' - af [ar dyde' 





Bezüglich der hierin vorkommenden Rotationsgeschwindigkeiten gilt wieder 

dasselbe, wie für die Bewegung fester Körper angegeben wurde, dass nämlich 

eine parallele Verschiebung der Drehungsachse ohne Einfluss ist. Nur wird 

hier das System von Punkten, dessen Bewegung um eine und dieselbe Drehungs- 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 4. 39 
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achse stattlinden soll, immer nur ein unendlich kleines Volumen haben. und 
es würde unnatürlich sein, die Achse aus demselben ganz herauszulegen. 


Wir ersehen aus den vorangegangenen Entwickelungen, dass sich jeder 
Bewegungszusiand im Inneren irgend welcher Körper in zwei zerlegen lässt, 
von denen der eine zu Verdichtungen Veranlassung giebt, der andere nicht. 
Es fällt diese Zertheilung mit der in longitudinale und transversale Wellen- 
heweeune zusammen. Das Charakteristische der ersteren besteht darin, dass 
man immer zu Theilchen gleicher Geschwindigkeit kommt, wenn man senk- 
recht zur Bewegungsrichtung vorwärts geht, dass dagegen die in der Be- 
wegungsrichtung liegenden Theilchen langsamer oder schneller gehen, als das 
zuerst betrachtete. Bei der transversalen Bewegung haben die in der Be- 
wegungsrichlung liegenden Theile gleiche, dagegen die in senkrecht dazu 
sezogenen Linien liegenden verschiedene Geschwindigkeit. Diese letztere 
Bewegung also kann durch fortschreitende und drehende Bewegung erklärt 
werden. und man kommt daher zur Betrachtung von Rotationen bei jeder 
transversalen Bewegung. Es wäre deshalb wohl möglich, dass die Betrachtung 
er Wirbelfäden für die Optik von Interesse wäre, während man auch um- 
sekehrt die Wirbelfäden zu vermeiden und durch transversale Wellenbewegung 
zu erselzen im Stande wäre. Dies ist zugleich die naturgemässeste Deutung 
der Wirbellinien, deren Vorhandensein durchaus keine Wirbelbewegung im 
vewöhnlichen Sinne des Wortes verlangt. 

Die Formeln (3.) des vorigen $. enthalten zugleich den Zusammen- 
hang, der stets zwischen entfernten Punkten gleichzeitig besteht, wenn zwischen 
ihnen stelige Uebergänge liegen, und welcher unabhängig von jeder Gleichung 
für die Bewegung der Materie vorhanden ist. 

Es habe ein Theilchen in x’, y', 2’ eine Bewegung von der Art ır. 
v. mw. so dass eine Volumenänderung © eintritt. Dann indieirt dies gleich- 


zeitig im Punkte r, y, z eine Bewegung «, vo, w von der Grösse: 


1 


\“ = — .. — (8 —-z)da dy' da‘, 
ii @,, 
A ar 

\, = m (8 -3)deidy de‘; 
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eine der allgemeinen Gravitation analoge Wirkungsweise: wie man sieht. is! 
dies System der «#, ®, w wieder von der Art. dass ihm Verdichtungen zu- 
kommen. Soll a=r=w=0 sein, so muss die Summe aller dieser Wirkuneen 
der umliegenden Punkte Null sein, oder auch. das Integral über jede Linie. 
die in der Bewegungsrichtung gezogen wird. und welche durch x, y, z geht, 
muss Null sein. Denn man kann sich immer in dieser Linie eine Bewerune 
denken, während die anderen Theile sämmtlich in Ruhe sind. Ist ds’ das 


Element dieser Linie. so wäre immer 
1 f& ’ 1 IR, 1 'Y 
f \ wi: ' \ ' ' \ N 
— — / — (tr 2)ds = —- —(y—y)ds = — — f 3 —z)ds 
aa/ ir AnJ r? A } AnJ r’ / 
gleich Null. wen v=er=w=(. 
Für die Iransversale Bewegung ist die Einwirkung enifernter Punkte 





complieirter. Finden in «', y', 3’ Rotationen mit den Geschwindigkeiten e,. 


C, 6; stalt. so bringt dies in x, y. 3 gleichzeitige «, e, w hervor: 





1 , | ’ d.x' dıy' dz’ 
, . j a2 
iua= —5,-(%(2 —z)-o(y —y)) ——, 
\ 5: ( "re (N) r’ 
1 f} ! dr’ dı dz 
2.) de u (e,(2’— 2) — c,(2' —3)) —— 
1 ah a dx' dı' dz' 
r . 3 Ex 
vw = —— (a(y'—y)- ec, (2X —-x2)) ——. 
\ en ( L\ Y Y, -\ )) r’ 


welches wieder ein System transversaler Bewegung darstellt. Diese Wirkung 
hat eine grosse Analogie mit der Wirkung geschlossener elektrischer Elementar- 
ströme auf entfernte magnetische Moleküle. 

Aus (2.) folet: 


ac +ro+w,=0, ule—r)+r Y-y)+w(2—z)=(0. 
> ) f > } ) F dr! dy' dz' : vn ( l Pin x'- In C, y' 4 ’ Pau 7 zZ u ) 
U" ii 7 e- (Tb =\ 2 — -) { r 1 f (- . rn of 3 9 Y Eu \ 2 EEE ) | 
“„ITtr" { { r { ! r ( r ’ 
En 
U=+— I TC" sin (C’,r), 


Zrır" 


wo C = yer+e’+ey, und (C’,r) den Winkel bezeichnet. den die Achse der 


Rotation €’ mit dem Radius vector r bildet. Dies ist bis auf eonslante Faetoren 


Achse des Stromes und zur Verbindungslinie steht. Es wäre unrichlig, wenn man 
diesen Zusammenhang, der zwischen den #, », w» verschiedener Punkte ‚stati- 
iindet, auf Rechnung v0» Kräften schieben wollte, welche direei zwischen diesen 
Punkten wirken. Die Formeln (1.) und (2.) dieses $. drücken keine ‚ausser 


J 


sp 


den gegebenen Kräften bestehende Krafiwirkungen aus. sondern sagen nur, 
39 * 
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dass diese Kräfte, wenn sie die Stetigkeit nicht aufheben sollen, so beschaffene 


“, ec, w veranlassen müssen. dass dieselben den Gleichungen (1.) und (2.) 


oenügen. Wenn sonach eine äussere Kraft die «, e, « eines Punktes ver- 


ändert. so wird sie in derselben Zeit. unter Mitwirkung molekularphysikalischer 
Kräfte. die der übrigen Punkte so verändert haben, dass wieder die Glei- 
chungen (1.) und (2.) erfüllt sind. Die Beobachtung solchen Zusammenhanges 
wird dann. wenn sie auf diese Kräfte keine Rücksicht zu nehmen vermag. 
zur Annahme von Fernewirkungen führen müssen. 

Es ist hiernach im Folgenden der Ausdruck. Einwirkung von Be- 
wegungszuständen entfernter Punkte auf einander, nur als abgekürzte Bezeich- 
nung dieses angegebenen Vorganges anzusehen. 

Es ist leicht erklärlich, dass diese Einwirkung der Bewegungszustände 
auf einander der Beobachtung entgehen musste, da dieselbe nur eintritt bei 
stetiren Uebergängen innerhalb des betrachteten Raumes. Es hat dieselbe 
eine von der Wirkung gewöhnlicher Kräfte sehr abweichende Eigenthünmlich- 
keit. die darin besteht. dass momentane Geschwindiekeiten. und nicht Be- 
schleunigungen erzielt werden. Ganz ähnlich ist die elektromotorische Wirkung 
nach dem Ohmschen Gesetze, nach welchem eine elektromotorische Kraft 
momentan eine ihr proportionale Stromintensilät erzielt. Die den Formeln (1.) 
und (2.) analogen elektrischen Kraftwirkungen gelten auch für die Wirkung 
von Punkten. zwischen denen keine Steligkeit bemerkbar ist. Es muss nun 
wichtig sein. zu untersuchen. ob nicht durch Benutzung dieser Formeln sich 
die elektrischen Wirkungen auf atomistische zurückführen lassen, und ist dies 
möglich. so wird es nicht zu gewagt erscheinen, diese Zurückführung auch 
für die elektrische Wirkung zwischen scheinbar ganz getrennten Punkten, unter 
Annahme einer Stetigkeit zwischen ihnen, gelten zu lassen. 

Es braucht wohl kaum angedeutet zu werden, von welcher Wichtig- 
keit dies für die Theorie der elektrischen Erscheinungen wäre, und es erscheint 
daher gerechtfertigt. die eben erhaltenen Resultate auf die Untersuchung der 
jewegung der Elektrieität in einem Leiter anzuwenden. 

Einer alleemeinen Theorie dieser Erscheinungen bot zunächst die Form 
der Gleichungen für dieselben bedeutende Schwierigkeiten, da die zu bestim- 
menden Funetionen unter dreifachen Integralzeichen vorkommen. Eine Be- 
seitigung dieser Schwierigkeit muss auch, von der physikalischen Bedeutung 
abgesehen, mathematisch von Interesse sein. 
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Hl. 
Ueber die Bewegung der Elektricität in Leitern. 

S. 6 
Es ist schon im &. I angegeben, dass eine Function dreier Variabeln 
innerhalb eines geschlossenen Raumes vollständige bestimmt ist. wenn man 
ihren Werth an der Oberfläche und ausserdem ihr A im ganzen Inneren kennt. 
Die von Oberllächenintegralen herrührenden Theile werden wir im Allee- 
meinen. da wir vorläufige nur die für das Innere veltenden Beweruneselei- 
ehungen aufstellen wollen. weglassen dürfen und es wird. wo dies nicht er- 
laubt ist. immer möelich sein. den Einfluss dieser Theile auf die © und «© 
anzugeben. Ehe wir aber die Bewegungszustände in ihre beiden Theile zer- 
lesen. dürfen wir die Obeerllächenintegrale stels weglassen. da ihr A immer 
Null ist. und wir nur mit diesem rechnen. Wir bezeichnen deshalb vorläufie 
zwei Funktionen als eleich. wenn sie in ihren A übereinstimmen. Wir be- 
nutzen den Greenschen Satz in der etwas modilieirten Form. die in $. 2 an- 
gegeben ist, und in welcher jedes der beiden Integrale für sich ein Potential 


ist. Die ursprüngliche Form des Satzes wäre: 


AnV' : — ///usı Pr | / = do. 


wo « in x, y, = unendlich wird wie und in der Oberfläche Null ist. 
| , 

Dann ist der Werth des dreifachen Inlegrals. wenn .«, y', =’ in der Ober- 

läche liegt, Null und es enthält das dreifache Integral ausser dem in Glei- 


chung (1.) des $. 2 vorkommenden körperlichen Potential noch Oberflächen- 


i 2 du a 
inlegrale. die, mit dem Integral / ip do vereinigt. in das Integral 
« ( 
1 


{ 
U r dV I i 
(@., X } dp un dp ” )do 


übergehen. Der von uns betrachtete Theil von } ist: 


! iS u a 
‘b. Pa» us dx dy de, 


und es liefert dies in der Oberfläche von Null verschiedene Werthe für }. 
Substituirt man diese Oberflächenwerthe in (a... so muss das Doppelintegral 
! ! 


Null werden für jeden inneren Punkt x’, y', = als Anfangspunkt des Radius- 
vector r, indem dann der Gesammtwerth von } nur von der inneren Massen- 


vertheilung — . AY herrührt. 
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Kine Function } dreier Variabeln kann nur auf eine Weise als Po- 


tentialfunetion geschrieben werden. Das Charakteristische für diese Form ist, 
dass. wenn dx’dy'dz' das Raumelement ist. der Factor von — von «', y', 
| = | 


s unabhäneie sein muss: derselbe kann dann eleich 1 AV gesetzt werden. 
477 


und man wird so eine partielle Dilferentialgleichung für ) erhalten. wenn für 
| ein Ausdruck gegeben war. der von der Identität /b.) verschieden. aber 
auf ähnliche Form gebracht werden kann. Dies Gleichsetzen der in den Po- 
tentialausdrücken vorkommenden Massen. welches einfach auf Eindeutiekeit 
des Zeichens A beruht. wollen wir im Folgenden der Kürze wegen als das 
„Geselz der gleichen Massen“ bezeichnen. Eine specielle Folgerung sol! 
jetzt gleich erwähnt werden, obgleich wir im Verlaufe dieses Aufsalzes nich! 
Anwendung davon zu machen haben werden. Eine Funetion. die im Inneren 


Null ist (bis auf Oberflächenintegrale) wird die Form haben: 


».) IH: di dy dz'. 


Es ist nun nachgewiesen. dass jede Function in die Form (h.) „ebracht 
werden kann: lässt sich von einem für die Funetion gegebenen Ausdrucke 
nachweisen, dass diese Transformation nicht möglich ist. so muss der Factor 
Null sein. und somit der Ausdruck in (c.) übergehen. 


von 


$. 7. 

Bevor wir dazu übergehen, die Bewegungsgleichungen für die Elek- 
trieitäl nach den in $. 6. entwickelten Grundsätzen zu iransformiren. ist es 
nölhie einige der Formen aufzusuchen. welche der Integralausdruck (b.) $. 6. 
annehmen kann. 

Die einfachste Umformung dieses Ausdruckes besteht in Differentiation. 
da nach der Formel Ad’) = d’Z1 die Massenvertheilunge von Diflerentialen 
der Potentialfunetion mit den Dilferentialen der ursprünglichen Massenver- 
theilune identisch ist: nach unserem Sinne dürfen wir also schreiben: 


Yp, (am 1 
2 gr . / f dm i 
Nr dr dy ds FF „de dy da, 


Durch diese Formel lassen sich beliebige höhere als erste Potenzen von 


auf die erste zurückbringen. 
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Es können aber auch beliebie hohe Potenzen von r vorkommen: wiı 
wollen nur die Möglichkeit der ersten Potenz zeigen: 
Es ist: 


y; 


= ) ' ) ! \ / 


Ar a SL Zr 5 N Y U ı Zu pZ 


. 
1 r Fi ' ’ ' Sf m! ' Eat 
= Af m rdxe dy dz // / : da dy dz F 


mithin: 
| ff: l ' ' / ) ziP ' ' ‚ 
Smrdaedy dz - /// dx dy dz 
& IH J An « “65% ! y 
a | 
Durch derartige Transformalionen werden Potenzen r" ' auf — zurückee- 


bracht. Durch Differenlialion dieser Ausdrücke nach x, y. z können auch 


4 


) r r . A L ' 
Potenzen r”“ hereinkommen. wenn Ausdrücke wie als von der null- 


ten Ordnune bezeichnet werden. z. B.: 


| SI ,„2—-xz EEE i wi 3 PN: 
Sf sur de dy dz | as rl da’ dy' da’. 


Die für die Elektricitälisbeweeunge vorliesenden Gleichungen werden nun ohne 
Schwierigkeit in solehe Formen gebracht werden können, womit ohne Weiteres 
nach dem Geselze der eleichen Massen die Bewegungesgleichuneen in Form 
parlieller Differentialgleichungen folgen werden. Wir werden für die Aus- 


führung dieser Rechnung damit beginnen, die Glieder von der Normalform 


IN de’ dy' dz' 


herauszulesen. wobei m von x, y, z, das in r vorkommt. ganz unabhäneie 
sein muss. Weitere Aneaben über die Art des Verfahrens können. ohne dass 


ein Beispiel vorlieet. nicht eut eeeeben werden. 


8. 8. 

Wir beginnen nun mit der Construction der Bewegungsgleichungen für 

die Elektrieität in ihrer älteren Form. In jedem anderen Capitel der Physik 
bildet man diese Gleichnngen durch Anwendung der allgemeinen mechanischen 
Principien, wie etwa des d’Alembertschen. (Genau betrachtet, ist, abgesehen von 
rein mathemalischen Sätzen, d. h. solchen, die nichts mit der Erfahrung zu 
thun haben. der gemeinsame Grund für diese Prineipien die Proportionalität 
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von Kraft und ertheilter Geschwindigkeit *). Man kennt die von jeder Kraft 


auf eine Masse hervorgebrachte Wirkung. Anders ist dies in der Elektro- 
Ein Molekül freier EKlektrieität bringt, wenn es sich bewegt. zu 


dynamik. 
ihm ausgehenden statischen Kraftwirkung noch eine dynamische, 


seiner von 
deren Grösse durch die Webersche Formel bestimmt ist: da diese Kraft nich! 


der Beschleunigung proportional ist. so erscheint es umgekehrt als voreilig. 
die entstehende Beschleunigung der Kraft proportional zu setzen. selbst wenn man 
die dureh die Bewegung entstehende Veränderung der Kraft in Rechnung zieht. 

In der That kennt man die Wirkung. welche eine elektrische Krafı 
auf ein positives oder negatives Theilchen ausübt, gar nicht. und selbst die 
Wirkung auf ein Theilchen. in welchem beide Elektrieitätsarten vorhanden 
sind. ist nicht vollständige bestimmt: man weiss nicht, ist die durch eine 
elektromotorische Kraft geschiedene Elektrieitätsmenge der Kraft proportional. 
oder werden dieselben Mengen mit Geschwindigkeiten. die ihr proportional 
sind. bewegt. Das einzige Sichere. was man hier kennt. liegt in dem Ohm- 
schen Gesetze. dass die erregte Stromstärke. d. h. das Produet aus beweeter 


elektrischer Masse in die Geschwindigkeit. der elektromotorischen Kraft pro- 


portional ist. Denkt man sich nun neben einem elektrischen Strome. der dureh 


ein Molekül &eht. daselbst noch bewegte freie Elektrieitätl. so muss man doch 
nach dem allgemeinen Prineip der Wirkung von Massen auf Massen **) (wo- 
nach die Wirkung zwischen ihnen den Massen proportional ist) annehmen, 
dass die Wirkung einer elektromotorischen Kraft auf den Strom dieselbe bleibt. 
sei die freie Elektrieität da oder nicht. Der Zuwachs an Stromintensität wird 
also. abgesehen von den von der freien Elektrieität herrührenden elektromo- 
torischen Kräften von dieser ganz unabhängig sein. Das Ohmschen Gesetz 
bezieht sich nur auf elektrische Ströme im engeren Sinne /d. h. solche. bei 
denen gleiche Mengen +- und — Elektrieität mit gleichen Geschwindiekeiten nach 
enigegengeselzten Seiten fliessen). und nur die Wirkung auf solche darf in 
Rechnung gezogen werden, wenn man das Ohmsche Gesetz anwendet. 

Nach der Weberschen Formel wird diese Wirkung ebenso eross er- 


halten. ob man auf die Bewegung der Elektrieität im Strome Rücksicht nimmt. 


*) Wenigstens in der mathematisch gefassten Form. 


**) Hiermit scheint die Annahme einer sehr grossen oder gar unendlichen neu- 
tralen scheidbaren Elektrieitätsmenge in jedem Molekül in Widerspruch zu stehen, 
. . . ” “ . ® nd .. 
da’ dann jeder elektromotorischen Kraft eine unendliche Wirkung zukäme, oder es 
deutet dies darauf, Stromänderungen durch Geschwindigkeitsänderungen zu erklären. 
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oder nicht. und es wird daher, da diese ganze Theorie nur auf dem Ohmschen 


Geselze beruht. stels gerechtfertigt erscheinen, für die Berechnung der elektro- 
motorischen Kräfte. die auf einen Punkt wirken. die Elektrieitäten in diesem 
Punkte als ruhend anzunehmen. Für die Bestimmung der ausser reeelrechten 
Strömungen etwa noch vorhandenen Bewegungen haben wir noch keine Regel: 
diese Bewegungen kommen nur als elektromotorische Ursachen in Betracht. 
und es kann daher höchstens der Zweifel entstehen. ob das Ohmsche Gesetz 
zur Bestimmung dieser Wirkunsen ausreicht. Dies braucht aber hier nicht 
untersucht zu werden. da wir vorläufie von solchen irreeulären Bewerunsen 
absehen. Es sollen mit Strömung oder Strombeweeunge im Foleenden immer 
nur Ströme semeint sein. in denen eleiche Mengen -- und Klektrieität mit 


gleichen Gescehwindigkeiten nach entgegengeselzten Seiten gehen. 


S. 9. 

Trotz dieser Specialisirung dürfen wir die freie Elektrieität nicht ver- 
nachlässigen. wie wir auch später nach Vollendung der Rechnung deutlich 
sehen werden. Ist ein Strom im Verlaufe seiner Richtung nicht constant. so 
wird in Folge dessen ein Anhäufen von freier Elektrieität eintreten; es wird 
dann unwahrscheinlich. dass sich noch eleiche Mengen —+ und Klektrieitäl 
nach entgegengeselzten Richtungen bewegen. Um aber unsere Theorie frei 
von allen fremdarligen Störungen zu erhalten. wollen wir diese elektrodv- . 
namische Wirkung. wenn man so saeen will. dieser freien Elektrieität ver- 
nachlässigen und vorläufig nur auf die elektromotorische Rücksicht nehmen. 
die sich ergiebl. wenn die angehäufte Elektrieität als ruhend angesehen wird. 
Wir ersehen auch aus der Natur. dass die von der Beweeung herrührenden 
Wirkungen klein sind gegen die ersteren. indem die in galvanischen Strömen 
vorhandene Elektrieitätsmenge eine sehr bedeutende. dagegen ihre veren- 
seitire Wirkung, sowohl die anziehende und abstossende,. wie die elektro- 
motorische. von derselben Ordnung ist. wie die elektrostatistische Wirkung 
sehr geringer Mengen freier Elektrieitä. Wir unterlassen jede weitere Unter- 
suchung hierüber. da dieselbe nicht wohl „eführt werden kann. ohne dass 
in den Bewegungsgleichungen auf diese vernachlässigten Wirkungen Rück- 
sicht genommen wird. 

Es muss zunächst untersucht werden. wie sich die Anhäufung freier 
Elektrieität aus den Sirömen berechnen lässt. 


Journal für Matlematik Bd. LXI. Ileft 4. IO 
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Durch einen Querschnitt in aa geht, wenn «, ev. «we die 
Componenten der Stromstärke sind. in normaler Richtung 


| die -- Elektrieitätsmenge «dt, und es fliesst durch bb die 

| | du i n wi 

a b Menge u+7 dx) dt aus während des Zeilelementes di 
eo (Ur Tor, 

in dem Parallelepiped dedydz wird sich mithin in Folge der Bewegung 


i 


der + Elektrieität in der Richtung der x Achse die + Elektrieitätsmeng: 


” dedt.dydz während der Zeit dt anhäufen. Eben solche Anhäufungen 
trelen in Folge der Bewegung nach y und z auf. Die negalive Eleitricität 
bewegt sich überall enigegengesetzt und wird ebenso grosse lieneen weg- 
führen. als die erstere Bewegung zuführl. Die Zunahme an freier + Elek- 
tricität ist danach das Doppelte und man erhält sofort: 
4. du | dv | de | 4 de 
e de dy ds 2 dt 
Die Webersche Formel für die Abstossune zweier beweeter Elektri- 


eitätstheilchen e und e’ von der Entfernung r ist: 
dr ’ d’r 
= a (S A# 2a’ K =) 


Für die Ausrechnung u. ee Ga dürfen wir nach $. 7 
das Theilchen e’ als ruhend ansehen. Die den «, ©. w zusehörieen Strom- 
oeschwindigkeiten seien &, &., %. so ist für das Element in x, y. z in Be- 
» 4 ! f 
zug auf x, y, 2: 
dr 
di 
Das Theilchen —e hat die Geschwindigkeitscomponenten — di. —h. —i, und 


> 
! 7 


es werden sich daher durch Addition der von -e und —e herrührenden 
z drN\? a dr . di 
Wirkungen die den (- a entsprechenden Theile heben. In -—; wird —, 
dt dt‘ dt 

di 


ct 
wird. so erhalten wir für den Gesammtwerth der von den Stromänderunsen 


dU’ dV' dW' 


herrührenden elektromotorischen Kräfte nach den drei Achsen a en, 
( ( 


° vorkommen. und wenn ei,. ei,. ei, wieder mit «, ev, w bezeichnet 


(von eonstanten Faetoren abgesehen) wo: 


dx re. dy dz dr dr 
w En u "de 7 de 
3 Ir -H edyds dr AR 
(2. vr NY d > 
w' Bir E— dz 
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Der einem Buchstaben ansehänete obere Index bedeutet hier immer den Werth. 
in welehen die durch denselben Buchstaben ohne Index bezeichnete Funelion 
von r, %, z übergeht, wenn man x, y', 3 an die Stelle von x, y. 3 setz 
Ks sei ferner (2 das Potential der freien Elektrieität: 
3 O2 fe a, FR 5 
>. wel), da dydz / / : do. 


wo & die Dichte im Oberflächenelement do, so erhalten wir die Beweeunes- 


eleichungen in der Gestalt, wie sie von Kirchhoff im 102. Bande von Pogg: 


dorffs Annalen oegeben sind. Wir schreiben sie hier: 
n 4 d2 U' 
‘) ” / \ 
Y ach Ar ar 
| ı() IV’ 
1 ‘ f (ws 
i ! 2| k—- +h——) 
| a z dt 
| o REN 
Bi; < an N\ 
ın 2\ (k- fe R u 
dz dt / 
11°. 1 ° > . r 4 Li ro y [A 
Hierbei ist 4 die Constante des Widerstandes. A 
oe 


erentialionen vor den Integsralzeichen eines Potentials seizen wir 


Di 
da wir jetzt noch nicht auf Zerlegung in longitudinale und transversale Be: 
werune eineehen. unter die Integrale und schreiben. das Volumenelement durel 


mn ı en - E\ 
’f bezeichnend: 


i f’dT I ' ‚/du dı dv dı do dı d | 
. Hu ff h\ = 
\ / J J r i d di da dt du dt I- dd | 
” 
I 
’ 5‘ ior I,“ gem 0 de dr ed | 
) € < / J | h fh ) N 
Es r L dy di da d iy dt dzs/ dy 
/ f 4 "dT P d dı lı dıv « lı N 
m 2/j N / 
- / = \edt da dt a et dz [- 


Es ist leicht. die Glieder aus den Ausdrücken unter den eckieen Klammern 


» Nr I We ' y le} Au ! —r hl . | u 3: u T] ; I e 
herauszulesen. welche von x’, y', 3’ unabhängig sind und daher Theile der In- 


teorale geben. welche als Massenpotentiale darstellend angesehen werden dürfen 


7' 
x . N m)? . = di . - R . - 
Es seien m’. m”, m’ die Factoren von in (9.): wir zerleeen sie in 
2 
! A . ZH 
In m, Mm mM; Uns 7 Mm; Ur. 


wo 2. Mt. m, die von x, y, 3 unabhängigen Grössen sein sollen 
Bilden wir den Ausdruck: 
' ' Z, A\ ı f] 
m (c—x)+m (y—-y)-+m (2—z2 
so hat dieser. wie leicht zu sehen. die Form: 


a(c—z)+b(y—y)+c(z—z). 
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wo a, b, e von x, y', z' unabhängige Grössen bedeuten. Wegen der Be- 
liebigkeit von x’, y’ und 3’ giebt dies m, = ws m=b, m=c, 
u(c—2)+u(y—y)+,(3—3) = 0. 


Für a, b, ce oder m,. m,. m, erhält man uch diese Rechnung: 


/ le 1 
m, = —2(k7, +hZ,):; 


Iv 
1 | nd 
. " % +h- di ): 


ı m; 


7 


und zieht man diese Grössen von m’, m”, we in (5.) ab, so bleibt: 


| j dı ‚(de dy ‚dw dz 2 

= -A-z _(&) HGE+: DE 
dr \’\ ,/dw dz du d&\ dy 
-a|-701-(Z))H@ #2 22 


A re 
dt \ds \dt dr ' dt dr/ dr. 
Diese Ausdrücke genügen in der That der Gleichung 

u,(c—-z2)+uw(y—y)+u,(3—2) = 0. 
Die Integrale von m,. m;, m; haben nun die normale Form. Die von w,. 
5, 4, werden wir auf eine der im $.7 angegebenen Formen zu bringen 
haben. Da die Zerlegung der m’, m”, m" eine eindeulice ist. so können in 
den ı: keine zu m,. m». m, zu rechnenden Theile enthalten sein. 

dr dz dr dy ds dr 


Ki ich ist v =. ee —— ee Eh an ii nr .. 
Be k ınntlic dx dr’ dy dr ’° dr dz I ernel 


dr -— (1 ft )) dr Add 
da? de/ /’ dyde  rdx dy’ 
dr A dr dr ” 
dde rde di’ 


Dadurch gehen die Gleichungen (7.) über in: 


du d’r ‚ do d’r dw d’r 
= +2 dt de’ ' dt dedy TE a 


dt dxdy dt dy "dt dydz- 
du dr do dr dw d’r | 


dt dsde "dt dyds "dt dl 


9 du dr de dr do dr 








Oder kü d _ , ete. und re Me von vr. y  unal 
" \ Ze a ad — = u ce E er F I, “ Po aD- 
WR BEREEE x de ’ dt’ dt’ dt J 
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hängig sind: 


u, _ d -(Z: dr dv dr . dw dr \ 
Be, de’ \dt dx dt dy dt ds /° 
eic. 
a r du dr d du d du 
Jurch Zerlegungen, wie: — — — — (r- WE sehen di ” un. 
| herlegungen, ee = sehen dann die Inte 


K 
srale der E über in: 


7 
fir u BR ah IAE Iy ds - . Ilz dx + "dedy| 
J. i r da’ | F as an 4 
-an /fJar.r.|- du | d do d =E 
FE. dx dt dy dit dz dtJ) 
und die Integrale von — und = sind die nach y’ und z’ genommenen Dilfe- 
rentialquotienten desselben unter der geschlungenen Klammer stehenden Aus- 
drucks. Diese Ausdrücke können nun sehr leicht nach 8.7 auf die Normalform 
gebracht werden. Ehe wir aber in dieser Rechnung weiter fortfahren. wollen 
wir. von den Formeln des ersten Theiles Gebrauch machend. die Ausdrücke. 
in welche die durch (5.) gegebenen Werthe der «, ©’, w' vermöge der zu- 
letzt angewandten Transformationen übergehen. in ihre beiden. den longitudinalen 
und transversalen Bewegungen entsprechenden Theile zerlegen. Wir erreichen 
dies, indem wir die m; und «; dieses $. in ihre Theile zerlegt denken. Doch 
sind hierbei noch Vorsichtsmaasregeln nölhig. die desshalb gebraucht werden 
müssen. weil Differentiationen vor den Integralzeichen des Potentials nicht so- 
fort auf die Massenelemente, die darin vorkommen, übertragen werden können. 


Wir gehen deshalb zur Betrachtung dieser Transformation über. 


S. 10. 


Ö bezeichne, wie bisher, die Summe der zweiten Differentialquotienten. 
Dann folgt aus der Pe AdP=dÄAP, dass die zu d"P gehörige 


Massenvertheilung mit - a identisch ist. und aus $. 2 ergiebt sich hieraus. 


dass bis auf RE 


I ee u ds 
d" / fl T Baar dx dy dz = / m f% de dy ds. 


Diese so weggelassenen Integrale können. wenn keine Zerlegung in longi- 
tudinale und transversale Bewegung vorgenommen wird, stets unberücksichtig! 
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bleiben: aber bei der Ausführung dieser Zerlegung wird im Allgemeinen 
ein Theil des Werlhes der Grössen © und m (in der Bedeutung des $. 3 
aus diesen Oberfllächenintegralen herrühren. Aus den veeen 


Ende von 8.3 gemachten Bemerkungen folgt, dass nur ein 


U. > 


SeNOMMEN ) 

solches System 

von Oberflächeninteeralen keine 9 und m liefert. welehes in deı 
dp 
dy dz 


en bedeutet. Diese Bedingung lässt sich auch so deuten. dass 


47 
Masse 


seschrieben werden kann. wo p das Potential aussen- 


- in beiden Formen. als loneitudinale und als transversale Beweeune. 
f 
| 


hriehen werden können: so dass immer. wenn 


4 
ip 
dr dz iu’ dy 


n or . . H . y. dp 'p 1 ° . en r 
zu sehreiben mößlich ist. die oe ;_ bei der Aufstellung «der partiellen 
dx dy dz 
ı , BE » 
bewegung vanz vernachiässiet werden dürfen. 


Differentialeleichungen für die 
) 


} » y y4 hi N „rl ri > . z H x 
daher umeekehrt auch erlaubt. so! 


a ol han Thatla binznzn afr on A Inc de +f 
Es ısi ere ıDelle NINZUZUSeIzen, unü es dar 


für (2 die Formel (8.) $. 9. benutzt werden. 


Wir müssen jeizt ——. —— - zerlegen (s. (2.) 8.9): zu diesem 


seke schreiben wir die daselbst unler den Inteeralzeichen 


. 1 y 2 i . jr . ft . 
nmen. in der Form -y -9, w-wı: diese Zerleeune ist für die 


| ‘ ’ f v PN ‚ » rl l rl a y rl« 4 1 ‘4 Tr } . 1 ‘ 12 I l > 
| , ete. nieht nöinie, da diese Theile nach dem Resultat 


\ ru, | ; 
Int eUTaik 13 dl. 


’ 
> E> I EI ..000 5 ale Be IrrI(CY N arctal h Yıllar r 1 , } 
vorigen 8. lediglich longitudinale Bewegungen darstellen. Dilferentiationen 
ä ‚ Fun lın H ip In Ireifa han y Intagrs ur nı han «f ıh,; 1 ıınyl ‘n nö a1] 
“u Pr j. wo uk unie! dem drellat nen kill VTaizt IC HK si Sit I1IC ıl 1alild St F all 
z AU.- Bi ee nn ED a ie Er op 
die Massenelemente beziehen. selzen wir vor die Integralzeichen als Diffe- 
I 


renliatilonen nach r. 


‘du dT // d ydi 'F, dF \dı f' 
Bretter 


4 = dt 434 dF, AT d / / 
/ E /f- | (iS F; dt gr dy' // f} 


=> 


Die rechten Seiten der Gleichungen (4.) 8.9 zerfallen so in ihre beiden Theile: 


die linken Seiten können nach $. 3 zerlegt gedacht werden. und dann giebt 
eizung der Massenelemente für jede der Gleichungen (4.) zwei 
een Wir schreiben dieselben jetzt hin mit der Bemerkung. 
dass noch nicht auf die Oberllächeninlegrale Rücksicht genommen ist. welche 

durch die Transformation (b) hereinkommen. 
Am einfachsten gestalten sich die Gleichungen für die transversale 


Beweoune: 
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Br ‚ du 

Zu N j 
' Sr ft 
E 4% ‚dx 

E. AN h—, 
Srı di 
hi , ‚dw 

ZW 7) . 
S7T di 


i 


und es ist hier am bequemsten für Au. Av. Aw nicht die Formen des 
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einzuführen. 


Um die Gleichunsen für die loneitudinalen Bewegunsen zu erhalten. 


müssen wir die Inteerale von -n, Be - 3 (Ss, $.9) durch die longitudinalen 
- ö 
u. vd. w ausdrücken. Dies wveschieht leicht vermöge Gleichung 1.) 8. Y 
welcher die foleende an die Seile veeseizt werden kann: 
udydz+vedzdae-+ wdady = do(uncos Nx-+vcosNy-+ w cos N2 : di 
wo do das Oberllächenelement. & die Dichte der Elektrieität daselbst. X «di 


nach Innen »erichteie Normale. Dann ist: 


( 


UN 
Sn i 
u, 
m 
een 


wo das Inteeral sowohl über den Raum als auch über die Oberfläche auseedehn 


werden muss. und in der Oberfläche e dureh & zu ersetzen ist. und es wird 


u on dx ü „de) 
‚22 — h/rdl -i. elic.. 
re u da! | J a, 
RE u d sr 2 d N 
AS/=d 2) / d1 -(2h 
J r dx! di’. "> da \ lt? / 
Durch Benutzung der Formeln des $.3. erhalten wir hieraus: 
Et: de ‚ du 
Au 2 2h 
\ 4rt * dx dt 
| ) ‚in 
3 SE} Kuna 
| 4n dy dt 
/ 1 de dw 
R: Fi a )l ‘) r 
| — — /\ m = h T 2h a 
An u di 
3) du , dv ‚dw i de 
Kern dz dy de 2 dt 


Durch partielle Dillferentialion der Gleichungen (2.) respective nach x. 9, : 
und Addition folgt: 
d’e 


v . P N > + — 
t u 2k De l dr VÖ, 


4.) e3 A 


Srı d 
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und man hätte dies auch direct aus der von Kirchhoff gegebenen Formel 


B d’2 
—= — 16nrke+2h — 
dt 
herleiten können. Die Gleichungen (2.) sind die Resultate der Differentiation 


} nn dP 2 
nach x, y. z einer Gleichung, da —4ru a ete.. nämlich von: 


9 2 
53 Lade gnapındt no, 
wobei P noch eine willkürliche Function von { allein enihäli. die bei der 
Bildung der Gleichungen (2.) aus (9.) wieder wegfällt. 

Nachdem wir nun die Bewegungsgleichungen gebildet haben. können wir 
auf die Correetionen näher eingehen, welche die Gleichungen in Folge dessen 
erleiden müssen, dass durch die Transformationen nach Art von (b) dieses $. 
Oberflächenintegrale vernachlässigt worden sind. Es seien p,. p;. p, drei 
beliebige aber von aussenliegenden Massen herrührende Potentiale. Dann ist: 

Ay, =Ap = Ap,=d. 
Es mögen nun 71, pP, p, nach $. 3 zerlegt werden, wobei p, fi. fı, f; an die 
Stelle von P. F,. F,. F, treten sollen 
dy df, 
de ' d& 


- 4 p, 


Dann ıst: 


4a&p = ie (Ap)- ar dch_g, 
dx dz dy 
mithin können die Grössen 
d/sp dp dp 
de ° dy da 
als ein System @, 9, 7 betrachtet werden. welches in beiden Formen se- 
schrieben werden kann. Es seien nun die von den weggelassenen Öber- 
llächenintegralen herrührenden zu den Gleichungen (1.) und (2.) rechterseits 
hinzuzusetzenden Giieder gebildet. Diese Glieder auszurechnen, ihren analy- 
tischen Ausdruck anzugeben, würde sehr einfach durch theilweise Integration 
von (b) geschehen; man würde so die Oberflächenintegrale und nach $.3 die 
aus ihnen folgenden Correctionen der Gleichung in (1.) und (2.) erhalten. 
“Das Hinzukommen dieser Correetionen ist gleichbedeutend damit. dass 


den a. ev. w neue Bestandtheile A, «, » hinzugefügt werden. Nach den 


Eigenschaften eines Systems (a) $. 10 würden diese Bestandtheile der 


x,v. w aul Au. Av. Aw. Au, Av, Aw und e gar nicht influiren, und 
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es bleiben daher die Gleichungen, die in diesem $. entwickelt sind. streng 
richtig. nur gelten sie nicht für die Grössen u, v. w. u. v. w selbst. sondern 
für u+4, v+u, etc. Die Ausdrücke der hinzukommenden 4, «u, v durch die 
Integrale der Gleichungen (1.) und (2.) zu bilden. würde zu weit führen. 
Ich muss dieses für spätere Gelegenheit vorbehalten. Jetzt nur noch einige 
Schlussbemerkungen. 


$. 11. 

Die Bildung der Theile 4, «, » ist immer möglich. wenn zu den Glei- 
chungen (4.) &. 9 rechterseits beliebige, etwa äusseren inductorischen Ursachen 
entsprechende Oberflächenintegrale hinzukommen. Man kann daher Inductions- 
ströme nach den entwickelten Gleichungen untersuchen. 

Diese zeigen. dass die transversale Elektricitätsbewegung den Gesetzen 
der geleiteten Wärme unterliegt. welche demnach maassgebend sind für alle 
solche Bewegungen der Elektricität. in Folge deren keine Anhäufune freier 
Elektrieität stattfindet. 

Wäre der Einfluss der inneren Induetion (d.h. der durch Aenderung der 
inneren Strömungen hervorgebrachte Effect) zu vernachlässigen. so müsste 
Au. Av. Aw Null sein. Für e würde sich ergeben: 

| de 

5% nt -2ke VÖ, 
wo e noch eine von x, %, z unabhängige. aber mit £ veränderliche will- 
kürliche Constante enthält. Nach dieser Gleichung. in der gar kein x, y, 3 
vorkommt, muss von dem Fall, welchen Kirchhof betrachtet. wo die innere 
Induction Null wäre und die freie Elektrieität sich nach den Gesetzen der 
veleiteten Wärme bewegte, abgesehen werden. 

Aus (D.) ($. 10) folgt. dass. wenn elektrodvnamisches Gleichgewicht be- 
stehen soll. dann Au. Av. Aw verschwinden müssen, ebenso dass e im Innern 
Null sein muss: es können also dann die u. v. w durch Potentiale äusserer 
Massen dargestellt werden und zwar als Dilferenlialquotienten nach x, y. 2 
eines solchen; dasselbe gilt dann auch für u. v. w. 

Bildet man die Summe der Gleichungen (1.) und (2.), so dass links 
A(u-+u)... stehen, so müssen die 4, «, v in jeder dieser drei Gleichungen 
sich wegheben, da die A der Oberflächenintegrale Null sind. wenn auch die A der 
longitudinalen und transversalen Theile einzeln von Null verschieden sind. 
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Die grösste Verschiedenheit zwischen den Gleichungen, die wir jetz! 
für die Elektricität entwickelt haben, und denen der Molekularphysik besteht 
darin, dass erstere nicht für die gesammten a, vo, w gelten. Eine speciellere 
Analyse, als die bis jetzt geführte, müsste die Ausdrücke dieser den ent- 
wickelten Gleichungen nicht unterworfenen Theile liefern, in «, ve, w» ausge- 
drückt, und man würde so Gleichungen für die Gesammtwerthe erhalten. 
Die A, u, v (s. $.10) sind die Theile der «, ve, w, die sich in Wärme 
umsetzen, und es würden die eben angedeuteten Gleichungen daher den 
wesentlichen Unterschied von den Gleichungen der Molekularphysik haben. 
dass sie nicht mehr die Constanz der lebendigen Kraft, oder der vorhandenen 


Wärmemenge oder dergleichen ausdrücken. 


Berlin. 1862. 











Ueber die partielle Differentialgleichung zweite 
Ordnung Rr+8Ss+Tt+-U(s -rt) -V. 


(Von Herrn George Boole zu Cork in Irland.) 


Einleitung. 
In dem vorliegenden Aufsatze beabsichtige ich die Theorie der 
Integration der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(1.) Rr+Ss+Tt+U(s’—rt) : 


zu betrachten, unter der Voraussetzung, dass dieselbe. ein erstes Integral von 
der Form 
(2.) F(u,v) = 0 

besitzt. Es bezeichnen hierin x, y die unabhängigen. z die abhängige Verän- 
derliche, p, g und r, s, £ die Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung 
von z, ferner R, $S, T, U, V und «, vo bestimmte Functionen von x, Y, 3, p, q. 
und zwar dergestalt. dass die Formen der beiden letzteren «, e von denen 
der ersteren R, S, T, U, V abhangen. Vorläufig mögen einige Bemerkungen 
vorangeschickt werden. 

Dass aus einem ersten Integrale von der Form (2.) eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung von der Form (1.) nothwendig entsteht. wird 
folgendermassen bewiesen. Differentiirt man (2.) nach x und nach y. und 











’ * ER: De ’ | ou 
bezeichnet man — +pP =. =— +9. beziehungsweise mil Li -), und. 
OL 03° 0y 0% oy 
der Kürze wegen, F (u,e) mit F, so erhält man 
OF \you ou cu, ' ; 
-)+r ER +8) = 0, 
ou Nox ov 9 r og 
oF you ou cu 4 OF \ycv ov) 
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oder 
L EG )-3 ov 2 ar 1 H )-5 an (tz ov an ou (a) 
3) +1) De Se] (Ge ge 58 Seen) 


OX og 





 (-: 


ein Ergebniss, welches in der Form (1.) enthalten ist, und worin die Coefli- 
cienten von r, s ... Functionen von x, %, 3, p, q sind, deren Formen von 
der Beschaffenheit von x und © allein abhangen. 

2. Die partielle Differentialgleichung (1.) ist auch wegen deren geo- 
metrischer Bedeutung bemerkenswerth. Man betrachte das System von Ober- 
flächen, welches durch die Gleichung 

4.) Slz,y,2,a,b,c) = 0 
dargestellt wird. wenn die darin vorkommenden Constanten a, b, ce sich unter 
Erfüllung zweier beliebigen Bedingungen 

9.)  gYıla,b,c)=0,. Y;(a,b, ce) = 0 

verändern, so wird die Gleichung der erzeugten einhüllenden Fläche einer 
partiellen Differentialgleichung von der obigen Form genügen. Aber in diesem 
Falle wird die besondere Bedingungsgleichung 

(6.) S’+4(UV-RT) = 
zwischen den Coefficienten stattfinden. Der Beweis dieses Satzes geschieht 
auf folgende Weise: 

Durch Auflösung von (4.) erhalte man 

7.) 2 = y(z,y,a,b,c), 
wo b und e die aus (5.) hervorgehenden Functionen von a bedeuten. Diese 
Gleichung der eingehüllten Fläche geht in die Gleichung der einhüllenden 
Fläche über, wenn man a nicht als constant sondern als eine Function von 
x, Y, 3 behandelt, welche durch die Gleichung 


op , op cb Op 0c 


u taten 





zu bestimmen ist. Es gelten daher, sowohl für die einhüllende als für die 
eingehüllte Fläche, die Gleichungen 


op Ö 
(8) p= Ge ? gI= a 
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Diese beiden Gleichungen in Verbindung mit (7.) dienen zur Bestimmung von 
a, b, e als Functionen von z, y, 2, p, g. ‚Stellt man deren Werthe durch 
die Gleichungen 























su ae, t=P 
dar, so hat man, weil b und ce beliebige Functionen von « sind. 

e=gy(u),, w=w(u) 
Dies sind die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung der einhüllenden 
Fläche. Man sieht, dass beide von der allgemeinen Form (2.) sind. 

Um die willkürlichen Functionen % und w fortzuschaffen, und dadurch 
die gesuchte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung zu erhalten. dif- 
ferentiirt man die beiden Gleichungen (8.) nach x und nach y: dadurch er- 
geben sich 
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Weil aber 5 und c blosse Functionen von a sind, so hat man 
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Mithin reducirt sich (9.) auf 
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Da nun diese Gleichung von der Form (1.) ist. so liefert die Ver- 
sleichung der entsprechenden Coefficienten die Relationen 








r > N) 2 + 2 + 2 « 2 E 2 2 
vE RE ‚Ze EA L 
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ywaus sich nach Elimination von 7. ni 
woräatl < = ex cxroy oy’ 


S’+-4(UI—-RT) = 0. 
d. h. die oben erwähnte Bedingungsgleichung (6.) ergiebt. 

3. Was die Geschichte der in Rede stehenden Differentialgleichung 
betrifft. so bin ich nur im Stande auf wenige Abhandlungen hinzuweisen. Die 
Theorie ihrer Integration ist bereits von Ampere behandelt worden (Journal 
de l’Eeole Polvtechnique, cahier 15). Monge hat sich bekanntlich mit deren 
geomelrischer Bedeutung beschäftigt, aber mit scheinbarem Mangel an Allge- 
meinheit. In den letzten Jahren hat De Morgan die Theorie ihrer Integration 
behandelt (Cambridge Philosophical Transactions. Vol. IX, Pt.4). Dass irgend 
ein Anderer sich mit demselben Gegenstande beschäftigt habe. ist mir nicht 
bekannt. 

Die Methoden von Ampere und De Morgan sind von einander ganz 
verschieden. Dieser führt die Bestimmung von # und v in dem ersten In- 
tegrale \2.) auf die Lösung eines Systems von zwei linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zurück: wogegen jener die nämliche 
Grössenbestimmung auf die Lösung eines Systemes von drei gewöhnlichen 


"Differentialgleichungen erster Ordnung zurückführt. In dem. was sie leisten. 


stimmen beide Ergebnisse mit einander überein. denn die Lösung des De 
HWorganschen Systems verlangt in der That die des Ampereschen. Aber die 
Verschiedenheit der Methoden bleibt unvermindert. Bei der Ampereschen ist 
keine Dazwischenkunft von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
vorhanden. 

Ehe ich mit den soeben erwähnten Arbeiten von Ampere und De Morgan 
bekannt geworden. war es mir gelungen, auf zwei von einander und von 
den obigen verschiedenen Wegen dasselbe Ziel zu erreichen. Zwischen diesen 
Wegen trat auch eine merkwürdige Reciprocität auf, und es ist mir kaum 
zweifelhaft, dass in denselben. wegen deren Einfachheit und Allgemeinheit. 


die natürliche Entwickelung der Grundprineipien enthalten ist, auf welchen 
die Methoden von Ampere und De Morgan sich stützen. wiewohl das wirk- 















Boole, über eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 313 


liche Verfahren von dem jener Mathematiker verschieden ist. Der Darlegung 
dieser Methoden sind die folgenden Seiten gewidmet. 


Die erste Methode stimmt darin mit der De Morganschen überein. 


dass sie sich damit beschäftigt, durch Vergleichung von (1.) und (3.) Glei- 
chungen zu bilden, aus welchen, nach Elimination von den Differentialquotienten 
von v, partielle Differentialgleichungen für die unabhängige Bestimmung von 
a hervorgehen. In dieser Abhandlung wird, so wie ich glaube. die ange- 
deutete Elimination zum ersten Mai völlig bewirkt; und auf die sich ergebenden 
partiellen Differentialgleichungen, welche vom zweiten Grade sind, wird ein 
Verfahren angewandt, wodurch das erhaltene System in lineare Systeme zer- 
fällt. Endlich werden die Beziehungen, in welchen diese verschiedenen 
Systeme zur Integration von (1.) stehen, erörtert. 

Es versteht sich von selbst, dass ich, die obenerwähnten Reeiproecitäts- 
sätze allein ausgenommen, keinen Anspruch darauf mache. neue Resultate 
gegeben zu haben. Ich strebe nur nach der vollkommenen Strenge des 
analytischen Verfahrens. Dafür ist es unentbehrlich, dass die Eliminations- 
ergebnisse vollständig seien und dass die verschiedenartigen Fälle, in welche 
solche Ergebnisse zerfallen, von einander abgesondert betrachtet werden. 


Erste Methode. 
4. Lehrsatz. Es sei 
F(u,e)=0 
ein erstes Integral der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Rr+8s+Tt+U(s—rt) = V, 
so wird u als Function von x, y, 3, p, q die beiden partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 


ou? cu ou ou? uN\ ou N 6 ou 
Er nu EEE EEE 


R(&) +5 1 s()(E)+ Kayır \(@ 4 e 94 ss 


befriedigen. Aehnliche Gleichungen gelten auch für e. Hier bedeuten (Z). 
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(5) die Ausdrücke ©“ ET = +4 und I = die Quadrate von 
Ein ou bs | 
Ha 

Zur Uebereinstimmung von (1.) und (3.) ist es nöthie. dass die fol- 
genden aus der Vergleichung der Coefficienten entstehenden Gleichungen 
befriedigt werden, nämlich 
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b.) F-# in .) dg er dp eis ) E Pr} = 0», 
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(e.) DE -)— FE =’. 
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. . " \ . . 1 Bu ” ® 
Da nun die obigen fünf Gleichungen in Bezug auf die fünf Grössen (2), 
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f od oT ou” . P . . . . . . . 
(- ), —, ——, ı homogen sind, so ist es möglich diese zu eliminiren und 
© Y op og 


so eine nur die Differentialquotienten von x enthaltende Relation zu gewinnen. 
Es lässt sich aber wegen der merkwürdigen cyelischen Gestalt der Gleichungen 
vermuthen, dass noch eine zweite Relation zwischen denselben Grössen bestehe. 
Man bemerke, dass durch die —— von 
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und umgekehrt, keine Aenderung in dem obigen Gleichungssystem herbeige- 
führt wird; daher leuchtet es ein. dass wenn nach der obenerwähnten Elimi- 
nation eine Relation zwischen den Differentialquotienten von x und den Grössen 
R. S, T u. s. w. sich ergeben hat, es erlaubt sein wird die Grössen 


11.) (>), ee, ou ou sv V 











oy op” oq 
beziehungsweise mit 
ab ou ou ouN\ ou 
12.) en [1 u. u Li >)» (— —). | >) U 
| og op ( öy 


zu vertauschen. wodurch eine zweite Relation sich ergiebt. 
Multiplieirt man nun (a.). (b.), (c.). (d.) beziehungsweise mit 
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und addirt. so ergiebt sich, unter ME des ei Factors u. 
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die Relation 
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Oo u Oo u 
| | | =) = 0, 
oq og op op’ oq c 'p ( = 1 / 
woraus man durch die oben bewiesene Umwandlune die zweite Relation 
ou \ ou ou ‘ ou ouN\ ou ’oUuN\N ou) 
a4) R(Z)+Ss(Z)( ee 
\ or / \ o = y- Or 7 op . Y / oq 


herleiten kann. ae auch durch direcete Elimination hereeleitel wird, 
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. . a / ; h . ’ . ou‘ 
wenn man die Gleichungen (a.). (b.). (e.). (e.) beziehungsweise mit ( J, 
| gr 


ou ou ou‘ o w ou Oo u\ 2 
(- —) — |}, 5 —- )E- en multiplieirt. dann addirt und den 
oy . oy or c 'p 0 oYy 


gemeinsamen Factor 1 fortlässt. 








Aehnliche Relationen werden auch in Bezug auf ® statt finden. Ali- 
gemeiner kann man sagen, dass die willkürliche Function F(w,v) einem solchen 
Systeme Genüge leisten muss. 

Ferner ist es klar. dass die vier Gleichungen. die auf diese Weise im 
Ganzen gelunden sind. das vollständige Ergebniss bilden. welches von der 
Elimination von « aus den ursprünglichen Gleichungen herrühri. 

Da die für © geltenden Relationen den für # gefundenen ganz ähnlich 
sind, so genügt es die beiden Gleichungen (13.). (14.) zu betrachten. 

Zunächst gedenke ich zwei besondere Fälle, nämlich wenn Ü=0 und 
wenn V=0 ist, zu betrachten: und zwar deshalb, weil sie sich zu Ausnahme- 
fällen in der allgemeinen Theorie gestalten. Nachher wird der allgemeine 
Fall, bei welchem weder U=0 noch F = ist. betrachtet werden. 


Besonderer Fall U = 
9. Die zu betrachtende Gleichung ist 
Rr+8Ss-+Tt = |. 
Bezeichnet man mil m,. m, die W urzeln der Gleichung 
(15.) Rm’—-Sm+T =. 
so nimmt das System (13.). (14.) die Form 


ou ou ou ou 
R\-— 5) m —) =(, 


og op / © q - 0p/ 


Nr 0 


an. Die ersie dieser Gleichungen zerfällt. nach Fortlassung des Factors R, 

















ou ou ou ou 
—— m —=0. —-m—=0, 
cq op og "op 
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(16.) 
















316 Boole, über eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


« 


wenn sie erfüllt ist, dazu benutzt werden kann. die zweite 


tm); 


deren erstere. 
Gleichung des vorigen Systems auf die Form 


R ( = 4m ( N Ze) (* cu + V 
d. h. auf 
ou ! +8 


17) (rm RC) Rn (ee) Se 


zurückzuführen. Das ee der Gleichungen (13.), (14.) führt 


daher zu einem der beiden Systeme: 


SEN ou ou ou ou 
gg dq Du (— —)+ m (- )= 0, 
d ’ 


ou 


5 









































D oy 
i ou cu _ ou ou V ou 
an —— mM — R(— —)+ Rm, (- Funde: = 0. 
oq Op 
T 
oder wenn man m, durch rg und nachher m, durch m ersetzt: 
1 
o u © [2 € U ou 
—-n—=(. —)+m(— y)= 0, 
oq op 
| cu cu ou ou cu 
(H.) ——m— —(, And —)+ T(Z -)+ Im =0, 
oq op op 


und es ist klar, dass die Anwendung der zweiten statt der ersten Gleichung (16.) 
zu denselben Systemen geführt haben würde, in denen nur m alsdann die 


zweite Wurzel m, der Gleichung (15.) zu bedeuten hätte. 
Es leuchtet ein. dass die in Rede stehende Dilferentialgleichung 


Rr+Ss+Tt = V 
aus (l.). da darin V weder unmittelbar noch mittelbar vorkommt, nicht her- 
rühren kann. Sei u=0 ein erstes Integral der partiellen Differentialgleichung, 
welcher das System (l.) wirklich entspricht. Durch einmalige Differentiation 


nach z und y erhält man die Gleichungen 


ou ou n ou 
(3 )+- —$ 0. 
770g 


cou\, au „ ou 
R s- = U 


l 








(18.) 








oy op oq 


ou 





aus (l.) eliminiren 





ou 
mit deren Hülfe sich die Grössen (2), CH Ä 
lassen. Daraus ergiebt sich 
r+2ms+m't = (0. 


ein mit Ar+Ss+Tt= Y in Widerspruch stehendes Ergebniss. 
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Eliminirt man dagegen auf die nämliche Weise diese Grössen aus (1l.). 
so ergiebt sich gerade die Gleichung 
Rr+Ss+Tt = }. 


N ou ou i 
Wenn man nun (-—), (—- beziehungsweise durch 
OL oy , 
ou ,_ ou ou ou 
_—— -4- ) . — _ 4 
0X I l O2 Oy 1 OR 


ersetzt. so verwandelt sich (ll.) in die Form 


ou ou 
— m 


0. 


o q op 


/4Q0 

\ 1 9.) } " 
ou _ ou . a AA - ou 

Am — + T— + (Rmp+-Tg -Im- 0. 

| or oz 


oy 02 op 
und es kommt jetzt darauf an. diese Gleichungen gleichzeitig zu integriren. 
Zu diesem Zwecke addirt man die Gleichungen. nachdem man die 
erste mit dem Factor 4 multiplieirt hat, welcher als eine beliebige Function 
von X, Y, 3, P, g anzusehen ist. Dies giebt 


ou. ou } ty ur . ou 
Rm —— + T——-+ (Rmp + Tq) — + (V— iA) m —— +4 —— 0. 
OL oy ; " Go ‘ ( 'p ( 'q 








und hieraus erhält man durch Anwendung des Lagrangeschen Verfahrens 


dx dy dz dp 


dq 
Rm T Rup+Tg Vom 1 








Unstreitig muss irgend eine gleichzeitige Auflösung von (19.) diesen Glei- 
chungen. abgesehen von der Form von A, Genüge leisten. Eliminirt man 
aber 4, so bleibt das System 


90) d.c dy dz  dp-+ mdq 


...r ee Vm 





übrig. Daher hängt von der Befriedigung dieses Systems die Bestimmung 
von a und e ab. 
Es ist nun leicht nachzuweisen, dass dieses mit dem bekannten Honge- 


ö uns ü ge Be 
schen Systeme wirklich übereinstimmt. Denn. da m,m, = 7 ist. so kann man 


T . ) 
m durch — ersetzen, wodurch sich das obige System in 


s u ... mdz Rmdp -+ Tdy 
(21) mde=dy= er ne ae 


verwandelt, was gleichbedeutend ist mit 








: 
u 
i 
z 
i 
j 
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dy— md = VO. 
Rmdp-+ Tdqg— Vmdx = VO. 
dz—pde—qgdy =, 
dem bekannten MHongeschen System. 
Gelingt es hieraus zwei Integralgleichungen 
.-—., v=bÖb, 
welche p und g enthalten, zu gewinnen, so wird 
F(u,e) = 0 
ein allgemeines erstes Integral von (1.) bilden. Lässt m zwei Werthe zu, so 
wird es zwei derartige Integrale geben. Die Theorie der zweiten Integration 


wird später betrachtet werden. 


Besonderer Fall V=0. 
6. Die zu betrachtende Gleichung ist 
Rr-+-Ss+Tt+ U(s—rt) = 0. 
Es lässt sich auf diesen Fall ein durchaus ähnliches Verfahren anwenden. 
doch kann man, bei gehörigem Gebrauch des schon angegebenen Reciprocitäts- 
satzes. dasselbe zum grössten Theil entbehren. Vertauscht man in (15.) und 
(11.) die Grössen (11.) mit den Grössen (12.),. so hat man 


(RR. Rn’ + Sm+T = 0, 


Je 6 


en 


ou ou 
5 —m 2 
Or oy 





(23. ( 





(24) Rm +1 + Um() = 0. 
og ov oy 


i f Be 2 ou ou 
Addirt man die beiden letzten Gleichungen, nach Ersetzung von (Z): (3) 











ou cu ou 








ou | ’ j m 
durch Ei re ae und nachdem die erste Gleichung mit A mul- 


tiplicirt worden ist. so entsteht 





ou ‚cu .„ ou . 5 OU ,.. . ou 
hm —— + T—— +4 -— + (Ui) m— +lap+(U-i)mg! — = 0 
og op OT © Y 0% 


und hieraus 
dqg _ dp _ dz _ dy ds 


Tui Zt (T—-i)m Ap+(U—A)mg 


ein System, welches nach der Elimination von A in das folgende übergeht: 











dg mdp  dy-+mdx 











a 
| dz—pde—gdy = VÖ. 








Boole, über eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 319 
Gelingt es aus diesen Gleichungen zwei Integrale v«=a, v=b, 


welche p und g enthalten. zu bekommen, so wird F(w,o)=0 ein allge- 


meines erstes Integral von (1.). und da m im Allgemeinen zwei Werthe an- 


nehmen kann. so werden zwei alleemeine erste Integrale entstehen. 


Alleemeiner Fall, bei welchem weder U=0O noch V = ist. 


7. Die partiellen Differentialgleichungen (13). (14.) sind homogen 





c Hl Oo u ) OU 
und zweiten Grades in Rücksicht auf die vier Grössen (< —), = —. 
Op 


u . . _. . " u ‘ ’ 
——_. Wenn in derselben Weise nur drei anstatt vier FE in diesen 


og 


Gleichungen vorkämen, so wäre es von vorn herein möglich. das System in 


lineare Systeme zu zerlegen. denn. wird dasselbe mit P=0. 0 —=0 bezeich- 


net, und daraus die Gleichung 
P+10 = 0 

gebildet, so könnte die Grösse 4 so bestimmt werden, dass die linke Seite in 
lineare Factoren zerfiele. Kommen aber in P und O0 vier Grössen homosen 
und im zweiten Grade vor, so kann die Zerlegung in lineare Factoren nur 
bei besonderer Eigenthümlichkeit von P und Q herbeigeführt werden. Ver- 
suchen wir, ob es im vorliegenden Falle möglich ist. 

Eliminirt man S zwischen (13.). (14.). so erhält man 

> yu ) OU , mi ou OU ou ou ‚ou ou 

(26.) es ) Fe ra =, op u( + op eo 0, 

eine aus den ursprünglichen Gleichungen auch direct herzuleitende Relation. 











wenn man (a.). (c.,). (d.). (e.) beziehungsweise mit 
ou N ou u \ ou ou ou N ou ou 
(2 SER © ) op ” 5 )) y/ op og 
multiplieirt, addirt. und den gemeinsamen Factor ı weglässt. Es wird bequem 
sein. die Gleichungen (14.), (26.) anstatt (13.),. (14.) zu benutzen. 
Addirt man (14.). mit 4 multiplicirt. zu (26.). so ergiebt sich die 


Re) (U+S EIERN Ti M 


. ou ou V ou du Ju ou u 
(27.) Br ar HT 
op oq oy 


va 2. ou | Kin \ ou 
un Era Or: ar: 











folgende Gleichung: 





——m 
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ou ) 











Es ist zu bemerken, dass auf der linken Seite die Quadrate von G= = 
C 1 


op 
fehlen. Daraus erschliesst man als die zu probirende Form des aus linearen 
Factoren bestehenden Aequivalents die folgende: 


RR %. ouN\ ou \y\,.you on ‚ ou 
Ve CO YENEAPBEHNBPRNCHURE 
28.) R "m hd X | jr 


oy 

















Die Vergleichung der Coefficienten in (27.). (28.) ergiebt: 
(a) Rm-+im = U+S%h, 


'b.) mm —= Ti, 
(c.) nA—=AV = mn‘, 
(d. Rn’ = R, 
(e.) mn = T, 
f.) ee —= V. 


Aus (b.). (e.). (d.) findet man 


. . m j fh 
n = j ’ n' wu 1. E == y == Y 


Werthe, die auch (e.) und (f.) befriedigen, während (a.) die Gestalt 
(29) m’—-Sm-+-RT—UV = O 

annimmt, und zur Bestimmung von m dient. Zugleich nimmt (27.) die in 
Factoren aufgelöste Form an: 

er A © u o u ou Oo „Hl ) ou ou 

(30.) IR(Z —)- m(- )- -N — ml -T(Z —_)- Vz —(), 

s Oo Y op oy 

Da aber zwei Werthe von m der ner Gleichung (29.) genügen. so 








liefert (30.). wenn man jene Werthe mil m,. m, bezeichnet. die zwei 


Gleichungen 
ou 
e 4 m(- 
| Or 
ou 
IR(- _h -m ( 











u - 0 u ou ou -ou) 
lH. Ze) ri 
a ER NG: TH 75 


) 
2) + vol 1 ‘Eat TH 7 Rn 


(31.) 











Um diese zu befriedigen, muss man gleichzeitig einen Factor aus der einen 
und einen aus der anderen der Null gleich setzen. Da aber vier Combinationen 
möglich sind, so treten vier Systeme von linearen Gleichungen auf, und es 
kommt jetzt darauf an, die Beziehung dieser verschiedenen Systeme zur Auf- 
lösung der partiellen Differentialgleichung (1.) zu ergründen. 








‘) 
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Setzt man zunächst die beiden ersten Factoren gleich Null: so hat man 











Vu OU ou 
R —+m — — —(), 
( l Op 
cu. cu ou 
R —+m—+V— =V0, 
OL oy op 
ein System, welches, wofern m,., m: ungleich sind, zu der einfachen Form 
ou OU 
n(&“ re 
( op oO ai 


zurückgeführt werden kann. 
Aus diesem Systeme aber ist kein Werth von x abzuleiten. welcher 


der Gleichung (1.) zu genügen geeignet ist, denn S, U, T kommen nicht in 
dem Systeme vor. Ferner ist es leicht zu zeigen, dass die partielle Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung, welcher das soeben erhaltene System 
wirklich entspricht, nicht (1.) sondern 

Vt-R(s—rt) = 0 


ist. Um dies zu beweisen eliminirt man, vermöge (18.\. die Grössen 


= ou ), (4 ou ) ou ou 
oy/’ op’ og 


In ähnlicher Weise zeigt es sich, dass, wenn man die letzten Factoren 








der Gleichungen (31.) der Null gleichsetzt, das daraus entstehende System 
nicht der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1.). sondern der 
Gleichung 
VYr+T(s—rt) = 0 

entspricht. 

Es bleiben demnach nur diejenigen Systeme übrig, die sich ergeben. 
wenn man einen ersten Factor aus einer der Gleichungen (31.) nebst einem 
zweiten Factor aus der anderen gleich Null setzt, nämlich die Systeme 








32. 


7 








RE) tm) HE = 0. 
Im, (4 —)4+ T un 2 = = 0, 


oq 
jr Rz )- + m. (Z 











)+V5 \ 


33.) 
1) n uN\ OUuUN\ , 1 u 
m, ut T u I } I —d. 











322 Boole, über eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


® 





Diese Systeme genügen der partiellen Differentialgleichung (1.). Dies zu be- 

weisen, ist es nur erforderlich. die Grössen (=), u. Ss. w. aus (32.) oder 

33.) vermöge (18.) zu eliminiren. Auf diese Weise erhält man die Gleichung 
VIRr+Ss+Tt+-Us®—r)—V} = 0, 

welche, abgesehen von dem schon behandelten Fall F=0, mit (1.) überein- 

stimmt. Betrachten wir besonders das System (32.). 


Addirt man zur ersien Gleichung desselben die zweite, mit A multi- 


ou N\ ouN\ ou. ou ou ou 























icirt. nachdem man (- .(——) durch — +9 —., —+ erselz 
plieirt. nachd 35, \ a} ra a elz! 
hat. so ergiebt sich 
a . u | ae TE ‚OU , „er Ou 
R-+-Am;) —— + (mi + AT) — + |Rp-+m,g+4 Tg -+m; p)} — + — +AV — = 0. 
oOX  oy 02 op og 


Dies führt auf das gewöhnliche System 
dy ? dz dp  dg 





Fr Ku m, + ıT Rp-+ m, g+4 ( Tq +-m,p) 7, „V 
woraus man, nach Elimination von A, erhält: 
| Udg+m,de—Rdy = 0, 
34.) Udp-+-m;dy—Tdr — 0, 
dz—pde—gdy =. 


} 


Gelingt es zwei Integrale, »=a, @e—=b dieses Systems zu erhalten, so ist 
F(u,e)—=0 ein allgemeines erstes Integral von (1.). Das andere erste Integral 
ist in ähnlicher Weise durch Integration des aus (33.) herrührenden Systems 

Udg+mde—Rday —= 0. 

39.) Udp-+mdy— Tdx —= 0. 

(ya ge ; 


zu bilden. 
Es ist in $.4 angedeutet worden. dass die schon behandelten Fälle 


U= I=0 als Ausnahmen in der allgemeinen Theorie vorkommen. Wie 


dies in Rücksicht auf V geschieht, liegt klar vor Augen. Der Fall U=0 
tritt als Ausnahme dadurch hervor, dass dabei die beiden ersten Gleichungen 
von (34.) und von (35.) identisch werden. Es wird sich aber ausweisen. 
dass, wenn man in diesem Fall die Elimination von 4 richtig bewirkt, man zu 
denselben Schlüssen gelangt, zu welchen bereits die besondere Betrachtung 


in $.5 geführt hat.“ Gelingt es nun aus (34.) zwei Integrale u=a, vb, 








‘ ‘ 
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in welchen p und g enthalten sind, zu gewinnen, so ist 
F(u,ve) = Ö 
ein allgemeines erstes Integral von (1.). In ähnlicher Weise ist ein allge- 


meines erstes Integral aus (35.) herzuleiten. 


| Theorie der zweiten Integration. 
S. Um die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(36.) P(z,9,2,2,g) = 0 
zu integriren, die zur Abkürzung mit P—=0 bezeichnet werden soll, ist es 
der Charpitschen Methode zufolge hinreichend, eine andere Gleichung 0 = 0 
zu finden, welche eine willkürliche Constante enthält und zweitens, mit P=0 
verbunden, Werthe von p und g liefert, die ds— pde—qgdy = 0 integrirbar 
machen. Die Integration dieser totalen Differentialgleichung wird auf ein voll- 

ständiges Integral von (36.) führen, welches wir mit 

3 = f(z,y, a,b) 

bezeichnen wollen. Hieraus entsteht das allgemeine Integral dadurch. dass 


man b durch g(a) ersetzt und a aus den Gleichungen 


== fie, y,a,y(a)!. 
0 — fi 25% (a) | 


ca 
eliminirt. Die Auffindung der Hülfsgleichung Q = 0 beruht bekanntlich auf 


der Gleichung 
( op ) = (2 e 1) 
oy 


aus welcher sich folgende entwickeln lässt: 


) nn FE, . =) 0 
(3°.) 5 ()- (Z 2 — 7 ()- (35) Er er 


\ Ö oO ,00 © ’ 
worin (SE) = — 1- Er u.s. w. Da P bekannt ist. so hat man eine 
OX 0% f 

















lineare partielle Differentialgleichung zur Bestimmung von Q. Dies reicht, wie 
schon angedeutet worden, hin, irgend einen Werth von Q, welcher eine will- 
kürliche Constante enthält, abzuleiten 
Im vorliegenden Falle aber lässt sich ein leichterer Weg einschlagen. 
Wiewohl „es ‚erforderlich gewesen ist, die obige Theorie zu erörtern. werde 
ich mich derselben doch fast nur bedienen. um klar zu machen, auf welche 
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Art die Beschaffenheit der Gleichungen, deren Integration die ersten Integrale 
von (1.) ergab, auch die Ausführung der zweiten Integration und damit die 





vollständige Auflösung von (1.) vereinfacht. 
Betrachten wir die allgemeine Gleichung 
Rr+8s+ Tt+U(s—rt) = V, 
in welcher weder U=0 noch V=0 ist. Setzen wir zunächst voraus. dass 
die beiden Wurzeln der Gleichung 
m —Sm+RT-UV = VÖ 
einander gleich sind. Die Systeme (34.),. (35.) werden alsdann identisch. 
und man hat zur Bestimmung des ersten Integrals 
 Udg+mde—Rdy = 0, 
(38.) I! Udp+mdy —Tdx = 0. 





dz -pde —gdy = VÖ. 
Da aber bei diesem System die Bedingung 





op og  —m 
Os... O2 l 

erfüllt wird. so erhellt es, dass irgend zwei Integrale a=a, e=b solche Werthe 

von p und g liefern werden, welche ds—pdx—qdy integrirbar machen. 

Um das allgemeine erste Integral F(a,e)=0, oder, was dasselbe ist. 
e= (a) noch einmal zu integriren, verbinde man dasselbe, der Charpitschen 
Methode gemäss. mit dem besonderen Integrale «= a. Man hat 

e=gY(u), u=a, 
oder was gleichbedeutend ist. 
u=a, v=oyl(a), 
in Folge wovon die nun integrirbar gewordene Gleichung dze—pdxz— qdy=o0 
ein vollständiges Integral von der Form 
BER fi; Y, 4, p(a), c} 
liefert. Eliminirt man a aus den Gleichungen 
ic fi®, y,a,p(a), v(a)}. 
0 AanaaW,v@) 


od 





so hat man das allgemeine Integral von (1.). Eliminirt man aber «a. e aus 


den Gleichungen 
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S fie, Yy,A, y(a). 
Me of1%, ya,‘ a,pC(a),e, ER ofiz, y, a,p(a),c\| 


0 


od oc 


hat man das singulare Integral. 
Aehnliche Betrachtungen lassen sich auf den Fall, in welchem V = 0 
ist. ausdehnen. Nur tritt statt des Systemes (38.) das System (21.) auf. 
Im Falle von U=0 aber wird diese Methode unzureichend: denn aus 


d.\ in 4. erhellt. dass in diesem Falle 


ou or ou or 
tn Me | 


op ©g oq -op 
ist. woraus. einem bekannten Satze nach, # in Bezug auf p und q eine 
Funetion von ® ist. Daher reichen die vereinigten Gleichungen 
u=a, v=oYl(a) 
nicht hin. die Grössen p und g zu bestimmen. Man muss zu den gewöhn- 
lichen Methoden für die Integration von Fia,e)=0 zurückkehren. 

Nehme man endlich an, dass m,. m, ungleich sind. und betrachte man 
zunächst den allgemeinen Fall, in welchem weder U noch } verschwinden. 
Wir wollen zeigen, dass irgend ein Integral aus dem Systeme (34.) mit irgend 
einem Integrale aus dem Systeme (35.) verbunden, solche Werthe von p und 
q liefern wird. welche ds—pdr— gdy = Ö integrirbar machen. 

Um dies zu beweisen. kehre man zu den ursprünglichen Gleichungen 
(32.). (33.) zurück. aus welchen (34.) und (35.) hergeleitet sind. Daraus 
erhellt, dass wenn P=0 ein Integral von (34.) und O=0 ein Integral von 


(35.) ist, die folgenden Gleichungen befriedigt sein werden: 
‚oP oP oP 
-/— =R (——)+ u}, 
op OXx oy 
.cP Ö e) N 2 ;| . 
u ee 
og oy 


SE 0) N \ 














op oy 
"2. ' EEE oQ 
ae : "en m )+1 (2 
’ oP 0oP © Be . . 
Man führe diese Werthe von —. —. m = in (37.) ein. so wird 


op’ cgq op oq 
diese Gleichung eine identische, wodurch die Behauptung erwiesen ist. 
43 * 
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Verbindet man daher das allgemeine Integral Fa, e) = 0. welches 
aus einem der Systeme (34.), (35.) abgeleitet ist, mit einem besonderen In- 
tegrale «= a, welches dem anderen angehört, so wird man, nach ausgeführter 
Integration von ds—pde—qdy=0, zu einer vollständigen Lösung von (1. 

» = f(2,y,a, ec) 
selangen, in welcher nicht bloss zwei willkürliche Constanten vorkommen. 
sondern auch, wegen der allgemeinen Form von F(w, ev), eine willkürliche 
Function. Hieraus wird die allgemeine Lösung von (1.) dadurch hervorgehen. 
dass man a aus den Gleichungen 
s = fix, y,a, p(a)}. 
6 of \x,9,a,g(a)! 


oa 





eliminirt, — und die singulare Lösung dadurch, dass man a, c aus den drei 
Gleichungen 
s=fla,y,a,c). 


0o_- wu)  g- In) 


oa OC 


eliminirt. Die allgemeine Lösung hat den Charakter eines Ausdrucks, in 





welchem zwei willkürliche Functionen vorkommen. 

Aehnliche Betrachtungen gelten auch, wenn U=0 oder V=0, ohne 
dass hierbei Ausnahmefälle eintreten. 

Der Bequemlichkeit halber mögen alle bisherigen Ergebnisse, sowohl 
die ausführlich ausgesprochenen als die nur angedeuteten, in einem Gesammt- 
überblick zusammengefasst werden. 


Zusammenstellung von Ergebnissen. 


9. 1°. Im Falle U=0, bildet man die Gleichungen 


(A.) de  mdy _ dp--mdg 
.. rk T  _- v ! 


(B.) ds—-pde—gdy = 0, 
wo m eine der Wurzeln der Gleichung 
(C.) Rm’—Sm+T = 0. 
2. Im Falle V=0, bildet man die Gleichungen 


dq _ mdp dy-+mdx 
u Ar A: sie, 











| (B.) ds—-pde—gdy = LO. 
wo m eine der Wurzeln der Gleichung 
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(©)  Rm’+Sm+T = 0 
bezeichnet. 
3°, Sind weder ÜU=0 noch V=0O, so bildet man die Gleichungen 


| Udg+m,de—Rdy = 0, 
'Udp+mdy—-Tdr = V. 
(B.) dz—pde—gdy = UV. 
wo m,. m, die Wurzeln der Gleichung 
(C.) m ’—-Sm+RT—-UV = 0 


wi 


bezeichnen. 

In jedem Falle wird, wenn «=a, e = b Integrale von (.A.) bezeichnen. 

welche mit oder ohne Hülfe von (B.) erhalten worden sind. 

F(u,v) = OÖ 
ein allgemeines erstes Integral von (1.) darstellen. Das zweite allgemeine 
Integral oder. was dasselbe ist, die allgemeine Lösung z ergiebt sich ent- 
weder durch unabhängige Integration dieser Gleichung. oder, was viel be- 
quemer ist, durch das folgende Verfahren. 

Wenn m, = m, ist, so führe man in die Gleichung ds— pdxe— qdy = 0 
die aus u=a, e= (a) erhaltenen Werthe von p und g ein. Durch In- 
tegration derselben wird eine vollständige Lösung 

3 = fia,y,a,gp(a),c!\ 
entstehen, woraus man eine allgemeine Lösung ableiten wird. indem man a 


aus den Gleichungen 


(: = fin, y,a, (a), w(a)}, 
8.) \o — fe» 9a), w(a)) 
\ oa I: 


eliminirt, und eine singulare Lösung, indem man a, c, aus den Gleichungen 
a f | 
3 =fir,y,a,p(a),c|, 
(F.) of(x.ı of(z, ı 
| a Tab: ) 0. Ask: 
ca oc 
eliminirt. 
In dem so gebildeten System von particularen, allgemeinen und sin- 
gularen Integralen werden alle Lösungen enthalten sein. 
Das obige Verfahren erleidet, wie schon bemerkt worden ist, eine Aus- 
nahme in dem besonderen Fall U=V0. 
Wenn m,. m, von einander verschiedene Werthe besitzen, so verlüge 
man in dem allgemeinen ersten Integrale, F({u,e)=0, auf beliebige Weise 
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über die Zweideutigkeit. welche mit den darin vorkommenden Werthen von 
m;, m, verbunden ist. Hierauf vertausche man in x die beiden Wurzeln m,. 
m, mit einander. nenne den neuen Werth von «. Nun verbinde man das 
partieulare Integral «’—=a mit dem allgemeinen F(x,e)—=0 und führe dadurch die 
Integration von de— pde—qgdy=0O aus. Die so erhaltene vollständige Lösung 
fi; y,4, c) 
wird zur entsprechenden allgemeinen Lösung dadurch führen. dass man a aus 
den Gleichungen 
2 = fiır,y,a,p(a)|. 


of 94,4 (a)} 
0 - - ‘ 
oa 





eliminirt, und zur singularen Lösung dadurch. dass man a, ce aus den Glei- 


ehungen 
3—=f(z,y,a,c). 
of(z,y,... Iflz, U, ...) 
o- Ten.)  9g- fen) 
oa OC 
eliminirt. 


10. Ich füge die folgenden Beispiele hinzu. Es sei 


ar . s"—rt » 213 
A1+g)r—2%pgs+(1+p’)t— Alp re — (1+p+q). 


Da diese Gleichung dem allgemeinen Falle angehört. bei welchem weder 





U =0 noch V=0 ist, so hat man, den obigen Regeln gemäss. 
m +R2pqm-—-p’g’ = 0. 
wonach m = —pgq ist, und die zur Bestimmung von x, © dienenden Gleichun- 


gen sind 


l / ) 
ERW +pgde+ (I+-g)dy = O0. 








u. St pgdy+A+p')dr = 0. 


A+p+qg 
woraus nach Elimination von dy 


de CH Dar En — (, 
(A-+p’+g)? 





»D 
LI — — — A 
Yirprq 
In ähnlicher Weise ist 
q 
„-——l— = 5, 
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nachdem 5b durch (a) ersetzt worden ist, geht daher die Gleichung 


dz— pde—qgdy = V 
in die Form 


r—ayde+iy—pla)dy 





da — ——— = 
Yi-e-al— ya) 
über. Also ist 
| oe Er PAUL Lu „ 
jz-a) + jy-Yla)l+j3—ej = 1 


eine vollständige Lösung der gegebenen Gleichung. Die entsprechende all- 


vemeine Lösung ist am einfachsten durch Elimination von «a aus 


Ie-al’+/y- pa) +s-wla)l? = 1. 


2—0+!y-gyla)|y‘(a)+|s—w(a)| ya) = 0 
zu erhalten. Es ist leicht einzusehen, dass kein singulares Integral vorhanden 


ist. In der That nimmt das System (F.) die sich selbst widersprechende Form 





3=C0+] I—\2z-a!’— Iy— m (a)\°. 
u ei Er : Na 
z—a y— g(a)!a' (a) 
0): as — Ad: A sa); / —— () u | 


— 


Ip 2 ) (a\\? 
Yi-i2—a) —ıiy— Pla) 


an. 
Zum zweiten Beispiel nehmen wir die allgemeine Gleichung bei be- 
ständigen Coeflicienten 
ar+bs+ct+e(s®’—rt) = h. 
Hier sind m,. m, die Wurzeln der Gleichung 
m —bm+ac—eh — 0. 
und unter der Voraussetzung, dass sie ungleich sind, zerfällt das System (A. 
in die beiden Systeme 
edqg-+m,de—ady = 0 edg+mde—ady = V, 
edp-+m,dy—cdz — 0 edp+m,dy—cdx = 0) 
es treten also die beiden ersten Integrale auf: 
eg +mz—ay = fi(ep+my— cr). 
eg +mc—ay = h(ep+my— ca). 
Setzt man an die Stelle des zweiten dieser Integrale das besondere darin 


enthaltene 
ep+my—cı = Ü, 


während das erste unumschränkt bleibt. so findet man aus dem Zusammen- 
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bestehen beider: 
Cr — m, Y + ” ay—mc+f, (m, an m, )y+C} 











e j e 
Führt man diese Werthe in die Gleichung dgs—pde—gqdy = 0 ein. so folgt. 
nach ausgeführter Integration und Ersetzung von / f(e) dt durch g(t). 
1 /c»° ay’ | | | 
Rd —(Smay+ + 0r+pICH mm )y})+C'. 


eine vollständige Lösung der gegebenen Gleichung. Daher nimmt das ent- 


sprechende allgemeine Integral die Form an: 








1 / cr En 1 Big Fe 
— — (Z- — MEY + > +Cr+y1C+ (m —m,)y }) -w(Ü). 
e f 


1 | | 
. > 2 If ı ; Bin 4 Y 
0 2 (a +g 10-+ (m; my) + w(C). 
woraus, nachdem g und ı bestimmt worden sind. nur C zu eliminiren übrig bleibt. 
Auch hier ist keine singulare Lösung vorhanden. 


Zweite Methode. 
Il. Man setze 

(39) sort = u. 
und indem man diese Gleichung mil 
dp = rd&--sdy, 
40.) | ni 
'dq = sdxe-+tdy, 
und der gegebenen Gleichung 

1.) ARr+Ss+Tt+U(s—rt) = IV 
verbindet, eliminire man r, s, £ aus denselben, so ergiebt sich 
u: Rdp'+Sdpdg-+ Tdg — V (dpdx-+ dqdy) 
| I — u/Rdy — Sdady-+Tdxe—U(dpdxc-+dgdy)! = VÖ. 
Wir werden nicht a priori zu beweisen versuchen, dass es erlaubt ist. diese 
Gleichung in das System 
43} \Rdp + Sdpdg-+ Tag’ —V (dpdx-+dgdy) = 0. 
7 1Rdy’— Sdxdy+ Tdx’— U(dpdz+dgqdy) = 0 
zu zerlegen. Genüge es hier, die Zulässigkeit dieses Verfahrens dadurch « 
posteriori festzustellen, dass wir das erhaltene System in lineare Systeme zer- 
legen und die besonderen Beziehungen derselben zu (1.) getrennt bestimmen. 
Hätten wir nur r, ? aus (1.) vermöge (40.) eliminirt,. und in dem Er- 


sebnisse den von s unabhängigen und den in s multiplicirten Theil besonders, 
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— 0) geselzt. so wären wir zu dem System 

12%.) Rdy’—S dxdy+ Tde— U(dp u. -dg dy) 0. 
Rdpdy-+Tdgdae — Udpdg—Vdxrdy = 0 

gelangt. In den Ampereschen Untersuchungen kommt dieses System vor. 
nur mit dem Unterschiede. dass Ampere die Gründe der angedeuleten Zer- 
legung a priori festzusetzen versucht. 

Wie man auch immer zu irgend einem der beiden‘ obigen eleich- 
werthigen Systeme gelangt, so scheint es mir kaum fraglich zu sein, dass die 
Zerlegung derselben in lineare Systeme und die Bestimmung der daraus ent- 
stehenden Beziehungen zu (1.) wesentlich erforderlich ist: und hierin liegt. 
wenn ich mich nicht irre, das wirkliche Fehlschlagen der Ampereschen Theorie. 

Gehen wir nun von dem symmetrischen System (42.) aus. Man er- 
sieht leicht, dass eine gewisse Aehnlichkeit der Form zwischen diesem System 


und dem System (13.). (14.) sich zeigt. eine Aehnlichkeit. welche sich. 
so ausdrücken lässt: wenn die Grössen 
(43.) dx, dy, dp, u 
beziehungsweise mil 
ou ou ou ou A 
(44.) — >), -(—), =—. mu U :U,- —8 
' oy/' or og op 


vertauscht werden, so geht das eine in das andere System über. Es folet 
unmittelbar aus dieser Verbindung der beiden Systeme. dass sich das ganze 
Verfahren von $.4. insofern es sich auf die Form der Gleichungen (13.). 
14.) bezieht. auch hier unumschränkt anwenden lässt. dass daher die Ein- 
führung und Bestimmung der Grössen 4, m, ele.. die Zerlegung des Systems (42.) 
in vier lineare Systeme. die Erforschung der Beziehungen. in welchen diese 
Systeme zu (1.) stehen, u. s. w. einen Verlauf darbieten, ganz ähnlich dem 
in 8.4 und den folgenden $$. auseinandergesetzten. Vermöge der obigen 
Vertauschung lassen sich auch die Ergebnisse des einen Verfahrens unmittelbar 
in die des anderen umwandeln. 

Ebenso gehen z. B. die Gleichungen (29.). (32.). (33.) in die folgenden 


(45.) m —Sm+RT—-UV =. 


46.) | — Rdy+m,de-+Udg = VÖ. 
j I mdy— Tdaxr+Udp = VO. 
47. m,dy— Tdx +Udp = 0. 
.— Rdy+m,de+Udg = 0 


Journal für Mathematik Bd. LXI,. Heft 4. 44 
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über. Man ersieht. dass diese Gleichungen, wenn man denselben 

dz — pda —gdy 
hinzufügt, mit den Systemen (34.), (35.) übereinstimmen. Auch folgt aus 
demselben Reeiproeilätssalze, dass, wenn man entweder aus (46.) oder aus (47.) 





die Grössen dy, da, dp, dq eliminirt, die Gleichung entsteht: 

48.) URr+8Ss+Tt+U(s—rt)-V! = 0. 
Endlich treten dieselben Ausnahmefälle U=0, VY=0 wie oben, nur in um- 
scekehrter Ordnung und mit umgekehrten Verhältnissen, ein. 

Auf den merkwürdigen Umstand wollte ich hier aufmerksam machen. 
dass sich die partiellen Differentialgleichungen (32.). (33.) durch das oben 
erwähnte Gesetz in eben dieselben gewöhnlichen Differentialgleichungen ver- 
wandeln. auf welchen deren gleichzeitige Integration beruht. 

Wenn man die Natur der oben angewandten Reeiproeität erwägt. so 
ist es klar. dass dieselbe nicht für den Ausdruck eines ursprünglichen und 
unabhängigen Gesetzes gehalten werden darf. In der That sind zwei Bestand- 
theile zu unterscheiden. aus denen sie sich zusammenselzt. wovon der eine 


in der besonderen Beschaffenheit entweder des Systems 





7 yWR 6-1) PENDEL. PL ARe LA, WERE. SOBRB 
\ or c p og “oy 
oder des Systems 
WM) dp=rde+sdy, dgq=sdae-+tdy 
besteht. während der andere in der . Gleichartigkeit der beiden mit einander 
verglichenen Systeme beruht. 
Durch blosse ae geht (49.) in die ge Form 


ou r 7 AR ge z ou N (37, ou =) 
og ’—rt \cy rt op  s—rt \0y ®’—rt 


über, woraus erhellt, dass (49.) keine wirkliche Veränderung it wenn 








man darin die Grössen 


ou ou © u ou 
{ be) (> . r . F. Ss . { 
dx oy Ö op og’ ’ 


beziehungsweise mil 
ou ou Ze Er, E n —r s i 
0g? op’ 3 y —ri ®’—rt ? s®’—rt 


! 1» r R — 
vertauscht. Durch die Vertauschung aber von r, s. E mil ———-. ——. 


' ’ a 
Zr oeht die Gleichung 
—rt ° 
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Rr+8Ss-+-Tt+U(s®’—rt) — |] 


in 


Rr_Ss+TI4+V(® rt) = U 
über. oder, was dasselbe ist. die Grössen S, U. V oehen in —S. V. U über. 
so dass die hier betrachtete Transformation mit der in (11.). (12.) gegebenen 
völlige übereinstimmt. 

Aus der Vergleichung von (49.), (50.) ergiebt sich aber. dass es ve- 


stattet ist. die Grössen 
se ou ou ou ou 
5) (A, a: 
ox/ ' oy op og 


(92.) dp, | dq. -da, —dy 


beziehungsweise mil 


zu verlauschen. 

Durch Verbindung der in (11.), (12.) und in (51.). (52.) ausgedrückten 
Reciproeitäissätze gelangt man leicht zu dem in (43.). (44.) angegebenen. 

Es ist zu bemerken, dass diese Reeiproeitälssätze von dem bekannten 
Legendreschen sich unterscheiden, obgleich diese alle als aus derselben Quelle 
herstammend anzusehen sind. 

I2. Ich habe mir in dieser Abhandlung nur vorgenommen, die Theorie 
der Integration von (1.),. unter der Bedingung, dass ein erstes Integral von 
der Form F(u,.e)=0 vorhanden sei. zu betrachten. Wird diese Bedingung 
nicht erfüllt, so muss man zu verschiedenen speciellen Methoden Zuflucht 
nehmen, z. B. zu den Legendreschen und Laplaceschen Umwandlungen. schon 
in diesem Journal (Band 58) von den Herren Fuchs und Hoppe durch ein 
besonderes Beispiel erläutert. — zu den symbolischen Methoden, u. s. w. 
Eine allgemeine Methode ist bis jetzt nicht aufgestellt worden. Wenn ich 
über die Möglichkeit und die Beschaffenheit einer solchen Methode eine Ver- 
muthung ausdrücken darf, so wollte ich auf ein Verallgemeinern der schönen 
Methode, welche Cauchy zur Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung angewandt hat, in Verbindung mit der von Pfaff und Jacobi 
herrührenden Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung 


hinweisen. 


Cork. in Irland. 1862. 
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Zur Theorie der quadratischen Reste. 


'on Herrn Stern zu Göttingen. 
\ H St ( | 





1. I. dem ersten Hefte dieses Bandes des Journals habe ich die 


Frage behandelt, wenn man die Zahlen 1, 2, ... 4(p—1) auf alle mösg- 
lichen Weisen mit -—- und — verbindet, während p eine Primzahl ist. wie 


viele dieser Aggregate. nach dem Modul p, einem quadratischen Reste oder 
Nichtreste oder Null congruent sind. Eine ähnliche Frage ist folgende. Wenn 
man die sämmtlichen quadratischen Reste einer Primzahl p auf alle möglichen 
Weisen mit + oder — verbindet, wie viele dieser Aggregate werden einem 
quadratischen Reste oder einem quadratischen Nichtreste oder Null congruen! 
sein? Die Zahl »p=3 bleibt hierbei, da sie nur einen einzigen quadratischen 
Rest hat. von selbst ausgeschlossen. 

Da im Folgenden nur von quadratischen Resten die Rede ist. so werde 
ich diese, der Kürze halber, nur Aeste nennen, sowie die quadratischen Nicht- 
vesie nur Nichtreste. Die einzelnen Reste sollen durch a. &.... dp) 
bezeichnet werden und irgend einer derselben durch a; ebenso die einzelnen 
Nichtreste durch b,. b,..... b,.,_,, und irgend einer derselben durch b. Ferner 
soll r eine Wurzel der Gleichung z”—1=0 bedeuten (die Einheit ausge- 


nommen) und zwar wählen wir dafür den einfachsten Werth. also 


r = C08S—+sin — ti. 
p 


Diesem entsprechend sei 


M(i+r') = (A-+r")(14r%)...(1+r90-D), 


Kr). .f 
woraus sich von selbst die Bedeutung von /7(1-+r’), /T1—r"), ITA-—r). 
u. s. w. ergiebt. 

2. Die oben angedeulete Frage lässt sich auf eine andere zurück- 
führen. Addirt man nemlich die sämmtlichen Reste der Zahl p in der Weise. 
dass man % derselben mit dem + Zeichen, die übrigen mit dem — Zeichen 
nimmt, so ist dieses Aggregat. nach dem Modul p, der Zahl congruent, die 
man erhält, wenn man nur die % positiven Reste addirt und die Summe mil 
2 multiplieirt. Bezeichnet man nemlich diese Summe durch S, die Summe 
der negativen Reste durch —s, so hat man S—s=2S—(S-+s). Nun ist 











Stern, zur Theorie der quadratischen Reste. 339 


S+s=0, also S—s ==28. Statt die Zahlen zu suchen. welchen die aus 
sämmtlichen Resten, von denen % positiv, die übrigen negativ sind, gebildeten 
Aggregate congruent sind, hat man daher nur die Zahlen zu suchen, welchen 
die Combinationen *) der 4" Classe, gebildet aus den mit 2 multiplieirten 
Resien, congruent sind, indem man die in jeder Combination enthaltenen Ele- 
mente mit + verbindet. Und demnach kann man. statt der im vorigen $. 
angegebenen Frage, folgende stellen: Man multiplieirt die einzelnen Reste 
mit 2 und bildet aus den so erhaltenen Zahlen als Elementen sämmtliche Com- 
binalionen aus allen Classen, indem man die in jeder Combinalion enthaltenen 
Zahlen mit + verbindet. Wie viele dieser Combinationen werden einem Reste 
oder Nichtreste oder Null eongruent sein? 

Es wird hierbei nur zu beachten sein. dass einem der Aggregate aus 


sämmtlichen Resten keine Combination entspricht. demjenigen nemlich, bei 


welchem sämmtliche Reste das — Zeichen haben. Da aber dieses Avoreoal 
0 ist. so wird man nur die Anzahl der Combinationen die 0 sind. um 


eine Einheit zu vermehren haben, wenn man die Anzahl der Ageregate. die 
0 sind, finden will. 

‘s wird aber offenbar genügen. die Combinationen aus den einfachen 
Resten, statt aus dem Doppelten derselben. zu bilden. Denn. wenn 2 ein 
Rest ist. so hat man in beiden Fällen dieselben Elemente; ist dagegen 2 
ein Nichtrest, so entspricht jedem Reste a oder Nichtreste b, welchem eine 
aus den Resten gebildete Combination congruent ist. ein Nichtrest 2a oder 
Rest 2b, welchem die aus dem Doppelten dieser Reste gebildete Combination 
congruent ist. 

Giebt es m Combinationen aus den Resten. welche einer Zahl k con- 
eruent sind. so sage ich: die Zahl # kommt m mal unter den Combinationen 
vor. Es ist also die Frage zu beantworten, wie oft jede Zahl. Null einge- 
schlossen. unter den Combinationen aus den Resten vorkommt. 

3. Man setze 


py—1\?2 
[ u „! 1 | ® f *\ ) (7) ) u „ . 
(1.) I (i-+ı = (I4n)d+r)...(14 T 1+A,r+ Ar Pi A. 
Die Zahlen A,, A;, ... A, geben also an. wie oft die Zahlen 1. 2, ... 0 


unter den Combinationen aus den Resten vorkommen. Nun ist zunächst leich! 
zu sehen, dass unter diesen Combinationen alle Reste gleich oft und auch 





*) Unter Combinationen werden im Folgenden immer Combinationen ohne Wie- 
derholung verstanden. 
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alle Nichtreste gleich oft vorkommen. Man kann sogar noch allgemeiner 
beweisen. dass dies bei jeder einzelnen Combinationsclasse der Fall sein muss. 
Ist die in der 4"” Classe vorkommende Combination a, +@-- ---—+a, einem 
Reste congruent. so dass man 4, +@-+-*+a,=a hat. und multiplieirt man 
diese Congruenz mit allen einzelnen Resten. so erhält man 4(p—1) Con- 
oruenzen. die ebenso viel Combinationen der &"" Classe repräsenliren. von 
denen jede einem anderen Reste congruent ist. Sobald also unter den Com- 
binationen der 4” Classe ein Rest vorkommt. müssen alle Reste darunter 
vorkommen. Zugleich müssen alle diese Reste gleich oft vorkommen. käme 
nemlich der Rest a, unter den Combinationen m mal vor. der Rest a, aber 
nicht so oft. so dass man also m Congruenzen von der Form +, + +a, == a 
hätte. so liesse sich jedenfalls ein Rest a, finden. welcher der Congruenz 
a,a, a, genügte. Indem man also jene m Congruenzen mit a, multiplicirie. 
erhielte man m Üongruenzen. welche ebenso viel Combinationen der A" 
Ulasse aus den Resten repräsenliren. die congruent a, wären. gegen die Voraus- 
setzung. Man beweist ebenso. dass auch alle Nichtreste in gleicher Zahl in 
jeder Combinationselasse vorkommen. Es folgt ferner. dass auch bei den 
Combinalionen aus den Nichlresten in jeder Combinationsclasse alle Reste 
vleieh oft und alle Nichtreste sleich oft vorkommen müssen. Zueleich ist 
klar. dass. wenn unter den Combinalionen irgend einer Classe aus den Resten 
ieder Rest m mal und jeder XNichtrest » mal vorkommt. unter den Üom- 
binationen derselben Classe aus den Nichtresten jeder Rest » mal und jeder 
Nichtrest m» mal vorkommen muss. Denn aus jeder Combination der Reste. 
welche einem Reste oder einem Nichtreste congruent ist. ereiebt sich. wenn 
man die einzelnen Elemente dieser Combination mit einem Nichtreste multi- 
plieirt. eine Combination derselben Classe aus den Nichtresien. die einem 
Nichtreste oder Reste congruent ist. Die Null muss dagegen unter den Com- 
binationen aus den Resten ebenso oft vorkommen. als unter den Combinationen 
aus den Nichtresten. 


ij. Setzt man 


Zr" <= gut. rien 

. I } 

< ’ nn r" wa un u 3 rien 
/ a 1-++4 


und nimmt man an. dass die Reste mmal. die Nichtreste »mal unter den 
Combinationen aus den Resten vorkommen. so kann man statt der Gleichung (1.) 
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auch schreiben: 





(2.) I(i1-+r') = !I+mZ&r+nFr, 
woraus 
Ii-+r) = IH nr’ +mZr 
folgt. Aus 
2arı ._ Ran .N\ 
Hi-r) = IT (1--cos — — sin ) 
p pP 
. Ran 1 u an Zar ‚an 
folet. wegen sin —— — 2sin — cos —— und 1-—cos — 2(sin- 
p P pP pP P# 
/ \ / ) r \/12 .\ly . «Tr 7 ui 
Ii—r‘) = (—1)? (27):?9 IT sin oe | 
| | r 
wo e die Basis der natürlichen Loearitlhmen und Za die Summe der Reste 
2 
. , . u (l . 
bezeichnet. Da nun e" -1. und Ya und y zueleich verade oder un- 
£ 
serade sind, so halt man auch 
ui a\ ‚ \Up- (D:\Up— . «7T \ 
8.) ZYAfll-r') = (-1)?"9 (Ri)? " I7sin — (—1)“ 
p 
und ebenso findet man 
g f ) , ı — or +\! =. ° brı »Y 
NIA—r’) = (-1)?9 (Ro)? 9 IT sin — (—1). 


pP 
5. Sei nun p=4rv+93, dann entspricht jedem Reste a ein Nichtrest 





Tre 

p-a, man hat daher sin ‚sin und 

II(1- .r®) | Zu 

IA—ı°) 
iin . »—1) „ ’ u 
Nun ist Da+%b = — 7 eine unge ‘ade Zahl. von den zwei Zahlen Ya. 
>b ist also immer die eine gerade. die andere ungerade. folelich 

} II —r“) 

(4.) : I. 


Mir, 
Ist nun y=8%k+T7. also 2 ein Rest, so ist 
ITA1-+r‘) I(1—r°) = II(1-r) = IT(1—r“). 
M1-+r°) I(1—r") = II(1—-r”) = IT1—r’) 


d. h. 
(9.) Ni-+r)=1, Ii-+r’)—1. 


It p=8k-+-3. also 2 ein Nichtrest, so ist 
I(1+r‘) Ii—-r") = HIl—r). 
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mithin nach (4.) 
6.) Zl-+r)=-1. 
-8%+-7 folgt mithin aus (2.) 


TAi-+r)= —1 

Für die Zahlen p 

A,+mZr"- nZr’ — 0. 

welcher Gleichung nur Genüge geleistet werden kann, wenn 
A,=m=n. 


Anzahl aller Combinationen aus den 


A,-+ (m+ n) > =—), 


also nach dem Vorhergehenden gleich pA,, 


Nun ist die ı(p—1) Resten 


andererseits ist diese 





2:(?=9 1, mithin 
9lr-D 4 
A,=m=n=— — -4-=4 A,‘ 
P i 
Isi dagegen p = Sk+3. so hat man nach (6.) 
I+mZr+nZr = —1. 
oder 
2+A,+mZ&r'+nZr = 0. 
Damit diese Gleichung bestehen kann, muss also 
2+A,=m en 
sein. Man hat mithin 
‘ P- 0-1) 
H2(2+4,)(#5- —) = 24-94, 
d. h 
gilr-1) 1 
1, = —————2., 
p 
a 
mn = —— A, _- A, — 110m A = 
p - e 


Hieraus folgt demnach der Satz: 
Bildet 


Combinationen. 


er) 


oft vor und zwar jeder — —— mal, 
p 





zu nehmen ist, 


je nachdem p = 8%+3 oder 8k-+7 ist. 


oılp- a a 


1 
4 “_ mal vor. 
p 





ersten Falle im zweiten 


—2 mal, 








Anzahl 


man aus den Resten einer Primzahl p = 4v+3 sämmtliche 
so kommen unter diesen alle Reste und alle Nichtreste gleich 


wo das obere oder untere Zeichen 


Die Null kommt im 
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Uebrigens ergiebt sich aus dem Vorhergehenden von selbst. dass das- 
selbe Verhältniss auch bei den Combinationen aus den Nichtresten stattfindet. 
6. Setzt man noch immer voraus, dass p=4v-+3, so hat man 


2>y 
N11-r') = ar. A r )) 


p—1\2 
TAi-r) = 1-r"')(1—r RL 7) ). 
und. wie bekannt, 
(7)  HIA-r‘)Ai—r) = p. 
Nun setze man 
8) Air) = Athır hr + than", 
also 
(8°.) TA-—r”) — t+ßr tr HB ed. 
Hier bezeichnet /,, wenn nicht = 0 ist, wie oft die Zahl % in den geraden 
Classen der aus den Resten gebildeten Combinationen mehr vorkommt als in 
den ungeraden, dagegen ist A, = 1+/,, wo P, andeutet, wie oft Null in den 
oeraden Classen mehr vorkommt als in den ungeraden. 
Aus den Gleichungen (7.) und (8.) ergiebt sich sofort. wie ich schon 
bei einem ähnlichen Fall in meinem früheren Aufsatze $. 5 oezeigt habe. 


re = 


+) A | 
(10.) PotPit HP, Be 0. 
A 
Da aber A, = nr Wie, also eine ungerade Zahl ist. wenn % eine der Zahlen 
1. 2, ... p—1 ist, so kann keine der Zahlen Ai. 3» -.. P,_, Null sein. 
Damit die Gleichung (9.) bestehen kann, muss also %,—=0, d.h. %, = —1 sein. 


woraus mithin folgt, dass die Null in den geraden Classen einmal weniger 

vorkommt als in den ungeraden. Es folgt ferner, dass jede der Zahlen 
> 

> [?2 » u 


p—I 
nach (10.) die Hälfte dieser Zahlen positiv und die andere Hälfte negativ sein. 


der positiven oder negativen Einheit gleich ist. und zwar muss 


‘s kommt also nur noch darauf an, das Zeichen allgemein zu bestimmen. 
Aus der bekannten Gleichung 


BD „MM . p—1 p 
sin — sin — sin +Sn—ı = — 
p p p 





folgt, da p= 4rv-+J3, 
mr ) 
[orsin =] - 
p 2ar7 
Journal für Matbematik Bd, LXI. Heft 4. 
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. an ... . 
und, da u positiv ist, 





Ast ) 
[I sin — = 44 
P 
Mithin nach Gleichung (3.) 


= 0 ER | \l(p—1) f za 
IA-r) = (-i) 7 yp(-1)“". 
Ferner ist 


—1 \2 y—1 2 
Sr’ — Ir’ =r-r'+rt— rt +4 un —r a — i22sin en 
p 
aber, wie bekannt, 
or 2arı 
=2sin a 
also 
Zr’ — Sr = iyp 
und 
Ii—r‘) = (1) GEF LEM— Er] (—1)“ 
oder 
11) Afl-r) = + zr - zr (1), 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, er nachdem p = 85h +7 
oder = 8k+3 ist. 

Vergleicht man daher diese Formel mit der Formel (8.). so ergieb! 
sich. dass für p = 8%--7 der Werth von /, entweder (—1)-“ oder —(—1)*‘ 
st, je nachdem Ah ein Rest oder Nichtrest von p ist; bei den Zahlen von der 
Form 8%-+-9 ist es umgekehrt. 

Man hat demnach den Satz: 

Wenn man aus den Resten alle Combinationen bildet, so ist. wenn 
p = Sk+-T7, der Unterschied der Zahlen, welche angeben wie oft eine Zahl 4 

den geraden und in den ungeraden Combinationsclassen vorkommt, (—1)-“ 
oder —(—1)-", je nachdem h ein Rest oder Nichtrest ist; bei den Zahlen 
p = Sk-+3 ist es umgekehrt. 

Da. wie oben bemerkt wurde, von den Zahlen Fa, Ib immer die 
eine gerade, die andere ungerade ist, so kann man statt — (—1)*“ auch (—1)*° 
seizen. Bedenkt man ferner, dass 2 ein Rest oder ein Nichtrest ist, je RR 
dem p = 8%k+-7 oder 85k--3, so sieht man, dass man statt der Formel (11.) 
auch schreiben kann: 


(12.) II 1—r‘) —— Zr’ — > r? \(— IPe 


wenn man unter X2a die Summe der Zahlen versteht. die man aus den 
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Zahlen 2a,. 2a, ... 2a 
darin enthaltenen Vielfachen von p abzieht. Man kann demnach den obigen 


„_ı' erhält, wenn man von jeder der letzteren die 
Satz auch so aussprechen: 

Der Unterschied der Zahlen, welche angeben, wie oft eine Zahl A in 
den geraden und in den uneeraden Classen der aus den Resten sebildeten 
Combinationen vorkommt, ist (—1)-*" oder —(—1)-°", je nachdem h ein Rest 
oder Nichtrest ist. 


: ö R N 2 a. 
Bedient man sich des bekannten Svmbols ( )» um die positive oder 
« p 


negalive Einheit auszudrücken. je nachdem %h ein Rest oder Nichtrest von p 


° . . . . T . h / \ 'n r . » 1 
ist. so ist mithin dieser Unterschied =) —1)=°", Zugleich folgt aisdann aus 
2 _() 


8.5. dass die Zahl 4 in jedem Falle - ——— mal unter den Combinationen 


pP 
vorkommt. Sobald also % nicht Null ist. kommt diese Zahl in den geraden 


2 
galrl) __ --) 
Combinationselassen ——— &_- 


x 
95 P- 1) ( = \ 
” p ) I i \N9 
-; u | & ) (—1)-"" mal vor. 
-I) = ) 





4 h / ı SF’ . 
| y —1)-" und in den wngeraden 
) / « 


DD 
Ve 

- 

| De 





YA a oO 
Ferner folgt aus $. 5. dass die Null — (1-( ) mal 
p 


unter den Combinationen vorkommt. Da sie nun. wie oben sezeiet wurde. 


in den geraden Classen einmal wenieer als in den ungeraden vorkommt. so 


9alp- 1) ( 2 \ 
. f} . \ p / 2 
ist sie in den ungeraden Classen Er I i-— iu nike. 


Aus der Formel (8'.) ergiebt sich, dass bei den aus den Nichtresten 





vebildeten CGombinationen der Unterschied der Zahlen. welche angeben. wie 
oft eine Zahl A in den geraden und in den ungeraden Gombinationsclassen 
, \F9, .W_ 9a . . . Tr. 
vorkommt, (—1)-" oder —(—1)-" ist, je nachdem A ein Nichtrest oder 
. . » h j \ Vo . . r . . 
Rest ist. also jedenfalls — # ee, woraus sich. in Verbindung mit 
| 2 /\ 
$. 5. ergiebt, dass jede solche Zahl in den geraden Combinationsclassen 


a _( ! ) glp—). (2) 

) h / x 77 . w ) h / ur Ir 

x bt A a —1)=°" und in den ungeraden — 3, Er e- ) 1) "" mal 
) - \ J - ä F 


p 
vorkommt. Für k=0 bleiben die früheren Formeln. 
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7. Sei nun p=4v-+1. Man setze wieder 
IT1+r°) = I+mZr'+nZr, 
IT(1-+-r°) — I+nZr'+mZr. 
Nach dem bekannten Gaussschen Satze ist aber in diesem Falle 


2arı Ä 2brı 
>rt — I C08s —— dene —44+ 4 Yp; Er? — N eos Sr An —4 Yp: 
also 





ı „a mn m—n, 
AH) -A-— 4 





Br) a 4-7. 
Nun sind die Zahlen /, m, » wieder zunächst durch die Gleichung ($. 5) 
13.) I+mtn) EZ! = 20-9 


verbunden. Ist p=8%A+-1, also 2 ein Rest, so ist mithin 
HA4+r‘) AA) = Hr“), Art) DA-r) = Mor), 
d. h. 
(14) Afl+r)=1, Hfi+r)=1, 
und hieraus folgt wieder -1=A,=m=n, also, wegen Formel (13.). 
yalr- „Jr 1 
Po 





(15.) A, u We Bu 





Bei den Zahlen von der Form 8%-+1 kommt mithin, wie bei den Zahlen von der 


Form 8%--7, unter den Combinationen aus den Resten (sowie auch aus den Nicht- 
{ n DE ze 1 

resten) jeder Rest und jeder Nichtrest, sowie auch Null, — Ya mal vor. 

Bei den Zahlen von der Form 8%+5 fällt das Resultat weniger ein- 

fach aus, wozu folgende Betrachtungen führen. 


cr —1 


Ss. Ist ei Ta X, so hat man, wie bekannt, Y’—pZ’=4X, wo 





Y+Zyp=2lI(z—r'), Y—-Zyp=?2II(z—r’) und Y und Z nach ganzen 
positiven Potenzen von x geordnete und mit ganzzahligen Coefficienten ver- 
sehene Reihen sind. Setzt man == --1 und bezeichnet die Werthe. welche 
dann Y und Z annehmen, durch Y, und Z,, so folgt 


(16.) Y+Zyp= 2II(l+r"); Y,—Z,yp = 2/I A-+r”). 


Aus 





dan, 5 an —i 
(= dam 7— e 





2arı R 
(1 +r°) = 1+008 7 +sın 
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folgt, wie in $. 4, 


art 


II(1-Hr‘) = 2%» ]Tcos TE (—1)<“. 


Da nun p=4rv-+J1, so ist Da = rvp und mithin 


/ 


IA-r‘) = 21 ITeos T-(-1)}. 


ast 





In dem Producte //cos ist aber die Anzahl der negativen Factoren gerade 


oder ungerade, je nachdem » eine gerade oder ungerade Zahl ist; demnach 
ist //(1-+r“) jedenfalls positiv. und bezeichnet man den absoluten Werth von 
IT cos, durch W, so hat man 

I(i-+r) = uw W. 
Auch ist //(1-+r")I(1-+r’)=1, also 


ITA-+rb) 


Pe 
Demnach ist 
1 


Y+Zyp=2W; Y—Zuyp= a 
Es sind also Y, und Z, ganze Zahlen, die durch Kreisfunetionen bestimmi 
sind (oder Null). Man bezeichne durch y, und z, die absoluten Werthe von 
Y, und Z,. Nun zeigen die vorstehenden Gleichungen, dass jedenfalls Y, 
positiv ist, also Y, = y.. 
Ist p = 8%k+-1, so folgt aus (14.) und (16.) 
HBeh=d, Z,=u=0. 
9. Bezeichnet man durch Y’ und Z’ das. was aus Y und Z wird. 
wenn man x =1 setzt, so folgt aus den obigen Gleichungen 
Y'+Z'yp = 2II(1—r‘), 
Y'-Z'yp = 2RI-—rP). 
Aus Formel (3.) folgt aber, da p=4r-+1. 
ITA—r‘) = 20 sin,  MA—r) = ion zz br 
p P 
so dass Y’ und Z’ ebenfalls durch Kreisfunctionen bestimmt sind. Nun hal 
schon Dirichlet gezeigt (Bd. 18 dieses Journals p. 270), dass Y’ positiv. Z’ 
negaliv ist. Bezeichnet man also die absoluten Werthe von Y’ und Z’ durch 
y' und 3, so hat man 


(17.) y-zyp=2M(-—r), y+3z'yp=?2I/T1-—r). 
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\un setze man 


I(i—r‘) = L+M Er" +N Er". 


Hier bezeichnet also L—1 wie oft Null. M wie oft jeder Rest, N wie ofı 
jeder Nichtrest in den geraden Classen der aus den Resten gebildeten Com- 
binationen mehr vorkommt als in den ungeraden. Setzt man wieder für Nr 
und Xr’ ihre Werthe, so hat man 
N a Mar Yp 
und mithin nach (17. 
18.) 23L-(M+N)=y; N-M=2z. 

Bekanntlich enthalten aber die ungeraden Combinationsclassen. bei jeder Ele- 
mentenzahl. eine Combination mehr als die geraden. man hat daher auch noch 


die Gleichung 


ET a 


oder 
\ 19. 2L+(M+N)(p- l) > 0. 
Aus dieser Gleichung und der ersien Gleichung (18.) folet zunächst 


M+N = —? 
p 


Verbindet man diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (18.) und setzt 
zugleich y' = pt’. so findet man mithin 





!--z' 
IM= —- 2 
| i —f 
20.) N = u, 
—1 , 
IL A 


Durch diese Gleichungen ist also bei den Zahlen p = 4v-+1 der Unterschied 
der Vertheilung der Reste und Nichtreste unter den geraden und ungeraden 
Classen der aus den Resten eebildeten Combinationen vollkommen bestimmt. 
Da yı ps; = 4p, also 3 —pti = —4. so folet 3’ > f', ausgenommen 
wenn p=5. wo 2#=f=1. Aus dem Werthe von N folgt also, dass die 
Vichtreste in den gerader Classen häufiger vorkommen als in den ungeraden, 
ausgenommen, wenn p=9. Dagegen zeigt der Werth von M, dass die Reste 
in den ungeraden Classen häufiger vorkommen als in den geraden. Zugleich 
zeigt der Werth von L. dass auch Null in den geraden Classen häufiger vor- 
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kommt als in den ungeraden. und dass die Differenz L—1 immer eine un- 
gerade Zahl ist. 
Für die Combinationen aus den Nichtresten erhält man ebenso aus 
NIAi-r’) = U’+M' Zr" + N'Fr' 
die Gleichungen 





M' = .- - =. 
q z' f 

N=--I7 2 =M, 
E.. 

= £ 5 I. 


10. Die Erörterungen des vorhergehenden $. gelten gleichmässig für 
die Zahlen 84+1 wie für die Zahlen S4--5. Für die ersteren findet man 
nun durch die Verbindung der Gleichungen (15.) und (20.). wie oft jede 
Zahl in den geraden und in den ungeraden Combinationsclassen vorkommt. 

Ist p= 8Sk-+-5. so hat man 

YIA—r‘) /Ii-+r") = Mll1-—r°). 
Aus den Gleichungen (16.) und (17.) folgt daher 
’ _ Yu ıg A r f „! ' 
(y3Yyp)N+Zyp) = 2%(y+z'yp). 
und da Y,= y, 
yYı—-23:Zp = %, 
‘ ! 


Yı Zu-Y3ı won 8. 


Mit Berücksichtigung der Gleichung y; —pz; = 4p ergiebt sich hieraus 





„2 2 
sp 


Y= NrPpsı 


2p 2 
1 
r, y» + 
 e : ANGE 
pP 


Hier ist also Z, positiv und mithin gleich z,. und daher 
YtzYp = 2II(l-+r"), 


(21.) 
Y—-ZYp = 2 II1-+r°). 


Setzt man nun wieder 
UI(i-+r‘) = I+mZr+nZr, 
so findet man, indem man wie in $.7 die Werthe von Er“ und X'r’ substituirt. 


2i—-(m+n) = Yı; 






M— N = Ru. 
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Verbindet man diese Gleichungen mit der Formel (13.), so erhält man 


WEL bie 2° Jo 








Die Werthe von /, m, n sind demnach durch Kreisfunctionen bestimmt. 
Aus dem Werthe von / folgt 





1 = DI antm-Dp 
2p i 
die Zahl. welche angiebt, wie oft die Null unter den Combinationen aus den 
Resten vorkommt. Die Zahlen m und » können, ihrer Bedeutung nach. nie- 
mals negativ sein. Da nun m—n»=z, und 3,—=t'’z nicht Null sein kann. so 
kann m ebenfalls nieht Null sein und man hat daher jedenfalls m > n. Dies 
ojebt den Salz: 

Unter den Combinationen aus den Resten einer Primzahl von der Form 
S%5+5 kommen die Reste in grösserer Anzahl vor als die Nichtreste. 

Hierin unterscheiden sich also die Primzahlen dieser Form wesentlich 
von den übrigen Primzahlen, bei welchen, nach dem Vorhergehenden, Reste 
und Nichtreste immer in gleicher Zahl vorkommen. 

Aus der Verbindung der Gleichungen (20.) und (22.) ergiebt sich 
wieder. wie oft jede Zahl in den geraden und in den ungeraden Combinations- 
classen vorkommt. 

Il. Verfolgt man den von Dirichlet a. a. O. angegebenen Weg. so 
lindet man noch folgende Resultate. 


Ist p=8%k+J1. so hat man nach Formel (14.) 


u. 

















Ad+r) _,_ Mer‘) 
ITA-+r9) wi 
( Ann 
Entwickelt man log un ech in eine Reihe, so hat man mithin 
m(iter 
_ 4-1 I; En; 
Di fire ? -Ie’?’ |=0, 
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wo sich die Summation in Beziehung auf » auf alle ganzen positiven Werthe 
von rn bezieht. Da nun, wenn » kein Vielfaches von p ist, 


23.) Zer _Zer = (A)yp. 
so folgt, dass für die Primzahlen p = 8k-+1 
n—1 n 
en 


wo die Werthe von z, die Vielfache von p sind. ausgeschlossen werden 








müssen. Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn p = 8%k-+7, da dann die Glei- 
chung (23.) so wie (14.) stalt hat. 
Ist p = 8k-+5. so ist 














IIA—r®) NL JIA—r°) 
A) = DTAre) ' u a IA—rb) ° 
also nach Formel (3.) 
II sın un 
Zt) - 0. A) Fe 
log MA — 2log Mir — 2log 2 = 


Dies ist mithin der Werth der Reihe yp&(—1)"” {2 )-. \ wo wieder die 


Werthe von », welche Vielfache von p sind. une sind. Nun ist. 


Ilsın hd 


) 








wie Dirichlet a. a. O. gezeigt hat, log - : Yp =(- Demnach 


an 
sin— 


p 
ist für die Zahlen p=8%+5 der Werth der Reihe &(—1) 


n- ı/ n j ’ 
\m}- das 
p/n 


r ’ \41 ’ 
Doppelte des Werthes der Reihe z()—, sobald die Werthe von », die 
p/’n 
Vielfache von p sind, ne werden. 


Um den Werth von &2(—1)" 1,(2)- für den Fall, dass p = 8k+3 


ist. zu bestimmen, kann man sich eines Verfahrens bedienen, welches Dirichlet 
ebenfalls in einem ähnlichen Falle angewandt hat und durch welches man den 
Werth der Reihe überhaupt für alle Zahlen py=4v+3 erhält. Da nemlich 
bei dieser letzteren Zahlenform, für ein bestimmtes », nach Gauss 


. 2narn ” anbrı 
Zsın s — 25ı = ( )vp» 








so hat man: 
fa N „1... Znan 1 un nbrı 1 
ypZ(—-1) en = z22(—1) sin ? — — 22(-1) sin ——, 


p n 
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wo man nun in der Doppelsumme für » alle ganzen Zahlen nehmen kann. da 
die (rlieder,. die sich auf Werthe von » beziehen, welche Vielfache von p sind. 
von selbst wegfallen. 














Die Summation in Beziehung auf » kann vermittelst der Formel 






ei; ED RT 
>(—1) —— = Aretg(lg}3) 
n ’ 2arı 
ausgeführt werden. In der ersten Doppelsumme ist 2 = FE Man bezeichne 
) 
durch A, die Summe der Reste, welche kleiner als 4» sind. durch A, die 
Summe der Reste. die grösser als 4p sind. Da nun, wenn a<Z 4p, mithin 
. N «rl . » ge ce 
2 ı zugleich Areig (ig 2) = 32= = so wird der auf diese « bezügliche 
rg\ . rl 
[heil der ersten Doppelsumme = A ist dagegen a —>!p, also 2 = .1, 
\ ‘ EL "E BR, 1 an R 
und man selzi 2 2r—gy, so ist Arcle(lge43)= —Iy = — —n, und der 
2 2 2 
. . - D rn . ” zT 
auf diese a bezügliche Theil der ersten Doppelsumme wird A,——s:, Wo 


s die Anzahl der a, die grösser als !p sind, bedeutet. Bezeichnet man 
ferner durch B, die Summe der Nichtreste, die kleiner als 4p ist, durch B, 
die Summe der Nichtreste, die grösser als Ip ist. so ist die Anzahl der 
letzteren !(p—1)—s. Man hat daher: 

YpZ(—1)' = -— = [A +4] sn — [Bi +B,]+[4(p-1)—-s]a. 
Nun ist aber 


A=sp-B, B=(2-s)p-4; 


Aus 


substituirt man diese Werthe, so findet man 


“ ser‘ ‚ cc 
‚pZ2 (—1)" (7) — 2 (A, fa B\) Er 
p/’n p 
oder 
’ Laufe N 8 ai; ı 
Z(-1)2)— = 2(A-B)—-- 
p/ın pvp 
Ist p = 8k-+7, so ist. wie oben gefunden wurde, der Werth der Reihe 
sleich Null, also muss in diesem Falle A,=B, sein, ein schon bekanntes Resultat. 
Ist » = 8k+3, so hat man, wie ebenfalls bekannt ist, AA—B, = Zb— Fa*). 


*) Liouville Journ. des Mathem. T.7, p. 144. 
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In diesem Falle ist mithin 


nN\d er ı 
BT 2 u 2 
| p/n ’pyp 


in demselben Falle ist aber. wie Dirichlet bewiesen hal " 
. 4 
Wen 


EEE he ” 
=(*)— = (Zb- Ze) —-, 
p/n | "pyp 


u n\ 1 yn\ 1 . 
also wieder I(—1) ar das Doppelte von N -- Fasst man alle 


vier Fälle zusammen, so ergiebt sich allgemein: 
Zi 1)" (- bi u |! Ri ( 2 )| z(- \ 4 
| ar P’- p /ın 


*) Mathem. Abhandl. d. K. Ak. d. W. zu Berlin aus d. Jahre 1837, p. 56. 


(Göttingen. April 1862. 
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Ueber Determinanten aus Unterdeterminanten. 
(Von Herrn E. Franke zu Bernburg.) 

























Au der Determinante 





l 1 1 

ad, dd: dA, 

2 2 2 

PP. adı a: a, 
a) a: a, 





lassen sich bekanntlich 





[art Rn: n—m+1] __. 
er m 


Unterdeterminanten m‘ Ordnung von der Form 


0" P 





r, n Tm 
da 'oa?...da 
s AR ; 


f In 
ableiten, in denen die Ungleichungen 
ZA << 
1 —H—Hs—r —m 
statthaben:; andererseits kann man diese «° Unterdeterminanten, als Elemente 
genommen, zu einer Determinante dergestalt zusammenstellen *), dass sämmt- 


liche Glieder derselben Reihe gleiche obere Indices, und sämmtliche Glieder 
derselben Colonne gleiche untere Indices im Nenner des Quotienten 





nm 
co P 
r 1 n Tm 
ca 'da 
S, Ss Sm 


erhalten, dass ferner die oberen Indices jeder Reihe mit den unteren Indices 
der Colonne von gleicher Ordnungszahl übereinstimmen. 

Diese letztere Uebereinstimmung vorausgesetzt, ist die gemeinschaftliche 
Reihenfolge in Reihen und Colonnen eine willkürliche, da der Werth der 
fraglichen Determinante, welche mit 


D(ö"P) 





*) Man sehe Cauchy, sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs, 
3° section, des systömes de quantitdes derivdes et de leurs determinans. Journal de 
l’&cole polytechnique, cahier 17. 
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bezeichnet werden mag, durch gleichzeitige Versetzung entsprechender Reihen 
und Colonnen nicht verändert wird. 
Indem man die Combinationen r,, r;. r. und 3. 3, ... s, indie 


Symbole x und y zusammenfasst, bezeichne man die Unterdeterminante 
o P 


r Tr, r 
da .' 0a °...00 
1 S, 


Sm 





mit 5}, 


womit angedeutet werden soll, dass dieselbe in der Anordnung der die De- 
terminante D(0”P) bildenden Elemente zu einem Quadrat ihre Stellung in 


ten 


der x" Reihe und der y'“ Colonne gefunden hat; diese Unterdeterminante 


b* stimmt bis auf das leicht zu bestimmende Vorzeichen mit der folgenden 








überein. 





7 2 
a, a, . 
r r, 
m "A 
. 
r r 
m m 
a a 
S, 8, 


1 1 1 1 1 1 
d, er d, nd‘ a; + | Er a, sch d,, +1 ... dA, | 
. ; : : : | 
rn, —1 v—ı nr, —1 n—1 n,—l 2 | 
d, a, ED 1 a, + 1 Mi a, +1 Ad, | 
+1 tl nr +1 n+1 gr! | 
ı 1 s +1 s,—1 s,+1 R | 
2 . 6} . © | 
. ° o ei | 
ni it r,—1 r,—1 —1 r,—i! 
aı tr ri nr rer | 
le ur r,+1 r,+1 ‚tr Fe | 
1 s,—1 ds, +1 0, —ı %, +1 =. “ | 
2 . s . 
n n n n n n | 
0 a, —]1 a, —1 0, —ı a, +1 6% di, 


Ebenso bezeichne man die Unterdeterminante (2 —m)'" Ordnung 


5 . 


so dass by} und PX nach Cauchys Benennung complementare Terme und die 
beiden aus je «° Gliedern bestehenden Systeme complementare Systeme sind. 
Endlich werde der Kürze halber für die Determinarte D(ö"P) da. wo die 





genauere Bezeichnung nicht erfordert wird, der Buchstabe B geschrieben. 
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Dies vorausgesetzt. so hat man bekanntlich folgendes System von Glei- 


chungen: 





DAN b! ._- 5 b! -r ... +P% b, — (. 
BB +HBEbE + + Bi = 0, 
[ | oJ / Pr b\ 1 Pr br r wi 1 Pa b\ . gg 
Abt HB + = 0, 
DI QM IYıH  gYyM ws 
[?1 b, +ß; b» +... +P, b, — 0. 
Durch Elimination aus denselben erhält man 
(2.) B.ßX = P- —— 
ob, 


Man hat nun für jede beliebige Determinante P, wie leicht zu be- 


weisen. die Gleichung: 









































BR - Fan r er n en 
pP op oP ET Pp op op 
a ee "ae u AR; na sn N; 
os 'os O8 '..:08 ® ca oa 0a ...04 oa ca ca 04a "...0o4d 
N 9% 9 Si 9 Fe Hi 9: Yı % 9% 9; 
nn ni—l > e: ni—1 
ol a oP ad « 
a — eo + . 
n_?, n X, n TI, 3.1 8, nr - nn 8 nn I, n TFT, n%; 
oa ca ' oa ’ca 'oa °’...oqa ca ca '’oa,'...ca 
Y;  % Yi Y; Y, 9% Y-ı 
aus welcher für die Determinante B mit Rücksicht auf (2.) hervorgeht: 
ni ni—l ni—1 
o'B 20 o B Ayi oT B 
* ZUBBBERBEN — AM. = -— A. — 
r u P zer n IX: y, n T, nıT nd: y, IL, r x A rn IL; 
ob’ 0b: ...ob! ob ’ob ’...ob'! "ob ob °’ob*...ob! 
ey Y; vv Y Y; a Sa Y; 
ni if 
ä J 
En yı 1, u B ... + By . oO B 
nd, Ar, na zT, X; _— er na; 
ob ob ob *0b °’... ob! "96": 06"... 06" 
a: ——mh Os y; a y;_ı 


Hieraus schliesst man leicht, dass, wenn die Gleichung 


mu Bi... = 











Y, Y, 

3, pi. ö*B _B. fr By: ER Pe 
ob“! 8b": „.. 0b”* : 
Y, Y, Yı ® 

zer eo zo 


für k=i—I stattfindet. dieselbe auch für k=i gelten muss, so dass, da der 
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Fall k=1 der Gleichung (3.) in (2.) enthalten ist. die Allgemeingültigkeit 
von (3.) erwiesen ist). 

Für k= u geht aus derselben die bekannte von Cauchy am ange- 
führten Orte gegebene Gleichung hervor: 

4) Fr: EA P): 

Um den Werth jeder der beiden complementaren Determinanten zu bestimmen. 
von welchen die Gleichung (4.) das Produet angiebt. betrachte man folgenden 
besonderen Fall der Gleichung (3.). 


*) Die stufenweise Verification der Gleichung (3.) unter Voraussetzung von (2.) 
lässt sich durch folgendes directe Verfahren ersetzen. Man bilde das Product der 


beiden Determinanten 





| b, b; nd bu| 
ee A 
a bu 
ı 2 uN 
und 
ıp} P: WET Por . . . Er u on 
a FR, 0 |. 
In m FEB 0 | 
I re ii, 


welches nach der bekannten Regel für die Multiplication und in Hinblick auf die 
Gleichungen (1.) die resultirende Determinante giebt: 





pP ee ; (0 b: | ee b) 
ee Me 
a N 
; ’E 
bi At 
d.h. es ist 
en... z 
B|: AR... 





. nl a 
Eh 4% ER ob; ... obr 
Dieser Beweis ist nichts Anderes als eine Erweiterung desjenigen, welchen ıch für die 
Herleitung der Jacobischen Formeln zur Zurückführung der Unterdeterminanten des 
adjungirten Systems auf Unterdeterminanten des ursprünglichen gegeben habe, und 
welcher in dem Balitzerschen Buche über Determinanten eine Stelle gefunden hat. 

B. 
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Für jeden Werth von ö sei @;=y;. Ferner theile man die « Symbole 

x,, Welche die sämmtlichen Combinationen zu m der rn Zahlen 
» darstellen, in zwei Klassen, nämlich 

X, ....c, diejenigen Combinationen umfassend, in welchen die Zahl 1 

nicht vorkommt, und 

1... %, diejenigen Combinationen in sich schliessend, in deren jeder 

die Zahl 1 wohl vorkommt. 

Während « die Anzahl der Combinationen von » Elementen zu m ist. also 


KL 


YV-+ 


’ : n \ n—1 n —1 
nach der gewöhnlichen Bezeichnung In) stv=( „ ) und u —v = eh 


so dass 


s—1n—2...ı— nn 
vV en alten 


we ee 





Nun setze man in (8.) k=rv, so wird 
o’B 


x nıX, ni 
ob 'ob °...ob” 
x x, ©, 





(A*#\ 
(0) 


\ 


die Determinante aller der 5b, deren oberer und unterer Index zur Klasse (b.) 
gehört. Da 5b} die Determinante derjenigen a bezeichnet. deren obere und 
untere Indices nach Ausschluss der Combinationen x und y von allen Indices 
übrig bleiben, so ist (4*.) die Determinante aller b, in welchen kein a mit 
oberem oder unterem Index 1 vorkommt. d. h. (4*.) wird eine Unterdeter- 


ND 


minanle von — und zwar der Ordnung m—1, also 
- D(er I). 
oa, 

(reht man nun zu der in Gleichung (3.) vorkommenden Determinante der 
(irössen /3 über, so haben dieselben in unserem Falle zu oberen und unteren 
Indices die sämmtlichen Symbole der Klasse (a.) und da 5% aus denjenigen «a 
gebildet ist, deren obere und untere Indices in den Combinationen x und y 
enthalten sind. so haben wir auch hier sämmtliche ?, in welchen kein «a 
mit oberem oder unterem Index 1 vorkommt, und ihre Determinante wird in 
ähnlicher Weise wie oben 


wu Dee cp ) 


ca! 


Die Gleichung (3.) geht also in diesem Falle über in: 


3) PD(o<E) = DirPyD(o ZH), 


q' 371 
oa, oa, 
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woraus man die zu beweisende Gleichung 


n—l.n—?2...n—m 


6) Dir=P=P':®- ” 


leicht verificirt. Aus dem Bestehen dieser Gleichung würde nämlich, da 
(n—1)! 

Se m!(n—m-—1)! 

von m mit n—m—1 den Werth der abgeleiteten Determinante nicht ändert, 





ist. folgen. dass bei unverändertem P eine Verltauschung 


d. h. dass 

[7 ER = ee 
ist. Gesetzt nun (6.) gelte für Determinanten aus 1°. 2°, ... (»— 1)’ Elementen, 
so würde auch (6*.) für dieselben gelten, man hätte also 


P oP Pr oP N 
D(ö"- h 7) ui D(ö" 2—(m—1) an 
oa! oa! J 





wodurch (5.) in die zu beweisende Gleichung (6.) übergeht. 
Da nun die Gültigkeit der Gleichung (6.) für n=3 feststeht, so muss die- 
selbe allgemein für Determinanten von beliebiger Ordnung Geltung haben *). 
Vermittelst der Gleichung (6.) geht der Ausdruck (3.) über in: 


FH: <=. 
ai Ri | 
ar gr ar. 
4 oB P- Ka ie u % 
( ) WR ee a ed » } “ | 
. Bull nıT, „HT, na: ) 
B i y A . | 
ob, ob, ba ob, | | 
| 27; ( 977 | 

I I ea % I 


Bernburg. 1862. 


— i — r—- 


*) Wenn man die Bedingungen der Theilbarkeit ganzer Functionen durch ein- 
ander in Rücksicht zieht, so würde schon die von (auchy gegebene Gleichung (4.) 
hinreichen zu beweisen, dass die Determinante D(o”"P) sich auf eine Potenz der ur- 
sprünglichen Determinante P und zwar auf die v'* redueirt, ein Ergebniss, welches 
übrigens auch als besonderer Fall in dem von Sylvester (Phil. Mag., April 1851) 
gegebenen Determinantensatz enthalten ist. Nach Gleichung (4.) ist nämlich D(o”P) 
ein T'heiler von P“. Aber P ist in Beziehung auf jede Reihe von Grössen a, die einen 
und denselben oberen oder unteren Index haben, eine lineare Function, und hieraus 
folgt unmittelbar, dass es keine in P“ theilbare ganze Function der Grössen a giebt 
ausser den Functionen der Form eP, wo A eine der Zahlen 0, 1,2... a ist und 
c ein rein numerischer Factor. Die Dimension von D(o”P) ergiebt alsdann sotort 








n—i1.n—2...n—m r i R 
l=1=- 73 —— und der besondere Fall, in welchem von den Grössen 
m 
a nur die in der Diagonalreihe stehenden a; von der Null verschieden sind, ergiebt 
ce —=41. — Aber offenbar war es die Absicht des Herrn Verfassers, eine von diesen 
Betrachtungen unabhängige Herleitung der Gleichung (6.) zu geben, und dies hat 
derselbe in der geschickten oben ausgeführten Weise geleistet. B. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 4. 47 
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Ueber emige bestimmte Integrale. 


(Von E. Heine ın Halle a. S.) 


$. 1. Die Integrale, deren Werth hier ermittelt werden soll, finden 
ihre Anwendung. wie sich in einer andern Arbeit zeigen wird. in der Theorie 
dieser Stelle handelt es sich um 


der speciellen Lameschen Functionen. An 
die Veraileemeinerung eines Satzes von Poisson, nach weichem 


7 u ; i . . -[ 
/ sind, dd, / fja, cos 6, --a,sin®, cos®, + a,sin 6, sin 6, | d6, 
i . 


sich in ein einfaches Integral 
‘ f ı BE x ee ) Er“ * 
27 f fl\eosy ya +a-+a;|sinydy 
0 
verwandeln lässt. oder. wie wir uns ausdrücken können. nach welchem das 


erste Integral sich nicht verändert, wenn man in demselben a, und a, mit 





Null. a, aber mit ya—+@-+a;, vertauscht. Dieser Satz, auf ein »—1 faches 


Integral übertragen. lautet: 
Setzt man 
cos. 
sind, cos®,. 


sin®, sin 6, cos 6,. 


sin6,sin@,...sin6,_,.cos®6,_,. 


sin®, sin6, ... sin®,_‚sin@,_,. 


so bleibt das n-—1 fache Integral 
/fas Fm;+ etc. +a,r,|sin”” 6, sin”"@,...sin®d,_.d6,d6,...d@,_ı. 


in welchem die a reelle Constante bezeichnen, f eine continwirliche Function 


ist, und die Integration nach 6,. 6,. ete., 6,_, sich von V bis a, nach 6,_, 


von V bis 27 erstreckt, ungeänderl, wenn man in demselben &. a;,. elc., a, 





mit Null vertauscht, a, aber mit ya ++ ete. +.«;. 
Da sich nach diesem Salze das »—1 fache Integral in das Produet 


einer von f unabhängigen Constanten. nämlich eines leicht zu berechnenden 
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bekannten a—2 fachen Integrals. und eines einfachen Inteerals verwandelt. 


so hat man als Zusatz: 
Der Werth dieses n--1 fachen Integrals ist daher 


n—1 


st 


Der Voilständigkeit halber fügen wir im 8. 2—1 einen Beweis dieses 
Satzes hinzu. obgleich derselbe Denen. die mit der Theorie der orthogonalen 
Substitulionen vertraut sind. nichts Neues darbieten wird. Wir geben auch 
im $.6— 8 noch einen zweiten Beweis. der unabhängige von dieser allgemeinen 
Theorie ist. und beschäftigen uns ausserdem im $.5 mit einer nahe liegenden 
Uebertragung des Satzes auf den Fall. in welchem statt der Funelion f von 
einer linearen Verbindung der x eine Function von mehreren linearen Ver- 
bindungen derselben auftritt. Die speciellen Formeln im $. 9—11 sollen in 


einer späteren Abhandlung angewandt werden. 


Erster Beweis. 
$. 2. Es seien » Veränderliche A,. A,. ete. X,. welche die Be- 


dingung erfüllen 


X, - Bi -| ce P # 


durch eine orthogonale Substitution mit » anderen Grössen Z,. Z;. etc. Z, 


verbunden. für die also gleichfalls 
ZA+2+. +21. 


Es wird dann bekanntlich 

aA.,0Rr.:.: ER, = Ad... di. 
Wenn nun die Grössen x wie oben von den # abhängen, also dadurch, dass 
man 4,. 9,, etc. 0,_, alle Werthe von O bis zn, 9,_, von O bis 27 giebt, 
alle Werthe annehmen, für die 

+2 +. tr = 1 

wird: wenn ferner » Grössen 3). Z,. etc. z, in entsprechender Art durch 
Winkel y,. 9. etc. Y,„_, ausgedrückt werden, so seilze man 


Auer Kabine 
Z, = 03,5 Z; == 03:5 u. 20 Z, — 03,: 


Da ferner, in Folge der orthogonalen Substitution, welche die X und Z ver- 


bindet, 
K,+X: ++, = Z+ZH+ +Z, 


I 


ist, so wird r =0. 
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Man hat bekanntlich 
dAX,dX,...dX, = .r" "sin? 6,sin””@,...sin6,_,d6,d6,...d6, ‚dr, 


und hieraus 





sin" 6,...sin6,_ ,d6,...d6,_, = sin” "g,...siny, dp... dp,_ı. 


ein Resultat, welches uns den Satz verschafft: 
Bestehen zwischen n Grössen x und eben so vielen anderen z solche 
lineare Gleichungen 
s, = a2H+ 6 E: Fi Fe’z,, 


- ee A MT | li) m 
oo = 64FI, rC LaT''Ht C, Luis 


& Ba c, I, Er ce. I . ... H- ec“ Er, i 
durch welche identisch 
) . ) | . 2? ) n) | 2 
tn +++ = a r24+ +23, 


wird, und drückt man x,. ı,. etc. x, und z,, 2,. etc. z, durch die je n—1 


“ 


Grössen 6,. 6,,. ete. 6, , und Q,, $r, ele. g,_, vermiltelst der Gleichungen 


2, = c0s®,. ı = 0085 Y,. 


A 


2, = sin6, cos®,, &, = SINY,COS@Y;. 
x, = sin 6, sin6,...sin®,_ı. 2, = SINY,SINYz... SINY,-ı 
aus, bezeichnet ferner durch w eine continuirliche Function, so ist 
fr [z, . I; > eic. 2 sin” 6 Super sin 6,_2d6, ee d6, 1 


gleich dem Integrale 


/rte ‚2,, ele. z,]sin"g,...siny,_.dg,...dy,_ı» 
wenn man nach 6,, ete. 6, 5; Yı, ete. Y,, von Ö bis n, nach 6, _, und y,_, 
con VO bis 2 integrirt, und im ersten Integrale die x durch die 6, im zweiten 
durch die p ausdrückt. 

$. 3. Mit Hülfe dieses Resultats beweist man leicht den Satz des &.1. 
Sind zunächst die Constanten a so beschaffen. dass 
a+a+:.+a = 1, 

so setze man in den Formeln des $. 2 

v[r,. 2,,ete. x] = far +92, + etc. +a,z,], 


und nehme ebendaselbst für die e mit unterem Index 1 die a, so dass 


N’ 


u, 5 BE, Pu 
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gemacht wird. Da hierdurch w[x,, x;, etc. x,] in f[z,], also nach Ein- 
führung dex p in f[cosY,} übergeht, so verwandelt sich das Integral des $. 1 


in das Produet 
A > 2 . 
/ fleosy, ] sin” “yıdapı . sin’ "pr... .smy, dp... dy, 
) 


Wäre aber 
a+a+.-+a = x 


und # nicht gleich 1, so hätte man 


r .f f y ü da N N d, } 
y[zx,,et.x2]=flar + ele.+a,2,]=F | E z-+ etc. + = x| 


‚ a I m 
gesetzl; würde man nun die Buchstaben — „ee. —, F ebenso behandeln 


wie oben a,, etc. a,, f, so würde im ersten Factor des oben stehenden Pro- 
ductes von Integralen F[cosg, ] statt f[cosgy,] auftreten, und dieser Factor 


sich daher in 


’nı 
/ f[xcosy, ]sin"y,dy, 
0 


verwandeln. während der zweite ungeändert bleibt. 
$. 4. Um auch den Zusatz im $. I zu beweisen, hat man noch diesen 
zweiten Factor, ein Product von »—2 Inteeralen, zu bestimmen. Hierzu 


bedient man sich der bekannten Formel 


. nn e Hi 
/ sin’ydy = — - sr 


| grey 


in der s eine positive Zahl bedeutet, und = mit Hülfe der für ganze s 


year MI: W) im, 


2° l 





geltenden Formel 


in den zu unserem Zwecke bequemeren Ausdruck 


N sing dy —ur2 2 . B 
. PER 


übergeht. Dieser verwandelt das Product der »—2 Integrale sogleich 


n—1 





7 
Aunp 
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einen Werih. welchen bereits Jacobi *) in nicht wesentlich verschiedener 
Form in einer Arbeit angegeben hat, aus der wir hier, zur Beleuchtung 
unsrer Formeln. noch erwähnen. dass das Element 

sin” 4, sin” 4,...sin®, »d4,dd,...dO,_, 


sich auch mit 
dı, de, ... d.z, en 


Ta 
vertauschen lässt. 
Erweiterung des Satzes im &. 1. 
$. 5. Statt der Function f von einer linearen Verbindung der Grössen 
x mag jelzt in dem Integrale des $. I die. Function 
fla x, + etc. +a,r,; br, + ete. +b,x, 
auftreten. wenn auch die 5b reelle Constanten bezeichnen. 
Es sei zunächst 
a + etc. a; =bi+ etc. +b’=1, 
ab, +ab,++a,b, = cosw. 
Macht man nun wieder die Substitution des $. 2, und setzt, wie im $. 3, 
Ham en ee Mr, 
so wird wiederum 
4% Gar + elc. +qa,X, = 3, = C0SY,. 
Ferner hat man 
ba +bm+ etc. -b,r, = 3, +%%+ etc. + 0,2,; 


wenn &,. %. etc. «@, folgende Grössen bezeichnen: 


ur bc, +-bsc, = ..- be”. 
or = bo+bo + .++b,c”, 
0, E b, c„+b;c, ee 4b, ce”. 


Da «, nichts Anderes als a,b, +@,b,-- etc. -+a,b, oder cosw ist, da ferner 
a-+0- etc. +0) = bi +b;-+ etc. +b, = 
wird, so kann man setzen: 


ML =C05SV; H=SNYV.n; G=siny.a; elc; a,„=sinw.a,, 


”) 


Dieses Journal Bd. XII, 8.60: De binis quibuslibet functionibus homogeneis 
secundi ordinis per substitutiones lineares in alias binas transformandis etc. 
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so dass die a die Gleichung 
a 


nn 


Hat tal = 1 
erfüllen, und findet. dass das Integral 

(a.) /fias, +ete.+a,z,;b, x, +elc.+b,x,]sin""6,...sin6,_,d6,...d6,_\. 
in welchem die Grenzen für 6 die bekannten O und 7 respective 217 sind. 


gleich ist dem Integrale 
/rteosg.: cos cosy, -- sin sing, .alsin”"g,...siny, „dy,...dy,_ı. 


wenn man zur Abkürzung selzt: 


u = + 055 a. 
& = 0059, 
S = SINp,C0SY;. 
5, = SINRSINY;...SINY,. 


Das letzte Integral hat in Bezug auf die 5 dieselbe Form wie das Integral 
im $. 1 in Bezug auf die x; wendet man auf dasselbe den Satz des $.1 an. 


so findet man als Werth von (a.) das Doppelintegral 








Er 'n Di 
2 nn / dyı/ f|cosp,; COSy,COSW-+SInY, siny COS, | sin" "y, sin", dpn. 
r( 3 )? r 
Wäre 
a+@+-+a = x, 
b+b-+t..4+b, = 4, 


und 2 und A von 1 verschieden gewesen, so hälle man 
a,b, +%b,-+.+a,b, = zhcosw 
gesetzt. und als Werth von (a.) dasjenige Doppelintegral gefunden. welches 
aus dem vorstehenden hervorgeht. wenn man in letzterem der Function f 
als erstes und zweites Argument respeclive das 2 und Alfache des gegenwär- 
ligen giebt. 
Aehnliche Formeln erhält man, wenn f von noch mehr als zwei linearen 


Verbindungen der x abhängt. 


x 


Zweiter Beweis des Satzes ım 8. 1. 
$. 6. Bereits am Schlusse des $. 3 hat sich gezeigt, dass es genügt. 


unseren Satz für den Fall zu beweisen, in welchem a; -+a5-+ete.-+«a, gleich I 
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ist. Ferner kann man auch a, gleich Null setzen und dafür zur selben Zeit 





A, , mit ya,_,--a, vertauschen; man hat dadurch den Vortheil, dass nicht 
mehr x, unter dem Integrale vorkommt. Um das Integral in diese, für den 
folgenden Beweis bequemere Form zu bringen, setze man 


, yaussn: b, c0SN,= b, — 1. 

a = b,c0sn, b, =sinn,. 

a, —=b,cosn,, b, =sinn,sinn,, 

u, aha b,_ı = sinn, sin?,,...sinn,_». 


Ti ma 3 ER 


da 
so dass a. ‚ia, mit b,_, übereinstimmt. Es verwandelt sich dann a,r, tetc.+a,r, in 


br, cosn,— b,.23C608 1:4 +b, or, »608n7,.+b, sind, ...sinO,_2.cos(d,  —M_ı)- 


Führt man nun in dem zu untersuchenden Integrale des $.1 für 4, _, —n,ı 
einen Integrationsbuchstaben ein, der wiederum #, , heissen mag. so hat man 
auch jetzt nach #,_, von O bis 27 zu integriren, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, man hat von O bis = zu integriren und dann das Integral doppelt zu 
nehmen. Das »—Ifache Integral verwandelt sich also in das folgende, gleich- 


falls » 1 fache. in dem aber nach allen 9 von O bis  integrirt wird: 


2/fIburicosn, b,.75608n2, etc. +b, 0, ,0087,_.+b,_ 1X, sin""9,...sind,_,d$,...d®,_ı. 


n- 


Nach diesen Vorbereitungen findet man den gesuchten Satz vermittelst 
wiederholter Anwendung der Reduetionsformel 


u 
/ / F|cosncosp-+ sinnsing cosgy,] sin” "psin”p,dpdgy, 
I 7) 
7 eh " or ’ 
== / F|eosy]sin” 'pdg 7 sin” p,dp,, 
0 0 


. D ... - ’n . " . r 
in der man sich m positiv zu denken hat, und für / sin” p,dgy, seinen Werth 


‚m--41 “ 
Paz 
aus $.4, nämlich Yr ——— einsetzen kann. 
Tr M--- 





$: 7. Zum Beweise der Reductionsformel, also des Satzes, dass das 
Integral auf der Linken sich nicht ändert, wenn man 7—=0 setzt, verwandelt 
man dasselbe in eines, in welchem nach %, von O bis 27 integrirt wird. Setzi 
man dazu den Zahlwerth von sing, statt sing,. so bleibt das Element des 
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Integrals noch continuirlich; wenn man dann von 9, =0 bis 9, = ?n. nach 


y noch immer von O bis 7 integrirt. so wird das neue Integral das Doppelte 
des früheren. Durch eine geometrische Betrachtung, welcher Dirichlet sich 
in seinem Beweise des Satzes über die Entwickelung einer Function nach 


Kugelfunctionen bedient *), zeigt sich auf der Stelle, dass dies Integral seinen 
Rein analytisch folgt dasselbe. 


Werth nicht ändert, wenn n gleich Null wird. 
v und , durch die Substitution 


wenn man für 9 und g, neue Veränderliche 


c0SNCcOSY-+ sinnsinycosp, = Cosw, 
SINNCOSY— CcOSYsingYcosy, = SinwcosWw,. 
singysingp, = sinwsinw, 


einführt. Während y die Werthe von O0 bis z, y, von O bis 27 durchläuft. 
geht auch vw von O bis a, w, von O0 bis 27. Berücksichtigt man, dass auch 
die Zahlwerthe der m'" Potenzen von sinysing, und sinwsin, gleich werden. 


dass ferner 
singdpdy, = sinwdwd, 


ist, so verwandelt sich das neue Integral in 


anf - F[cosw] (val.num. sin ysin w,)" sin wdy,. 


0 


also in 


nn IR 
2/ v F [cos w] sin” ""wsin” w, dwdw,. 
(0) 0 


wodurch die Reductionsformel bewiesen ist. 
$. 8. Es ist leicht zu sehen, wie diese Formel das »—1fache In- 


tegral des $. 6 nach und nach auf die verlangte Form reducirt. Setzt man 
in ersterer zunächst m = 0, n,_,. 6,_, und 6,_, für 7, y und ,. ferner 


u = C08n,_20080,, + sinn, „sin, ,C0s6,_,. 


F[u] = f[b, x, cosn, +b,a,cos,+ ete.+b,_;X%,_3 6087,_3+b,_.,sin 6, ... sind, ;.“]. 
so geht das »—1fache Integral des $.6. mit seinem Factor 2, in 


2/ftb: x, c0osm ++ +b, 2, 6087, 3+b,.x,_.,] sin” 6, ...sind,_2d0, ... dO,_, 


über. und verwandelt sich auf ähnliche Art. durch wiederholte Anwendung 


derselben Reductionsformel, schliesslich in den Ausdruck 
2/ f[b,&,]sin",...sind,_.d6,...d6,_.. 


in dem 5, =1 ist, also in die zu beweisende Formel. 





*) Dieses Journal Bd. XVII, S.50, oder Handb. d. K. $. 101, 8.273. 
48 


Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 4. 











« 


364 Heine, über einige bestimmte Integrale. 








Specielle Fälle. 
$. 9. Macht man im $. 1 
R 1 

Be u a 2 1 ee in 

er a ee Zu n — X > — r an . 

a4 rd, s fi! (a-+-iz)"—1 
indem man durch a eine reelle positive Constante bezeichnet, so wird das 
»—Ifache Integral nach unserem Satze auf das einfache 


n—l1 


nt: ‚ze sin®—* 4d6 





Re R n—I1 
r(® —1 7 (a-+ ixcosh)' 





e'. 
De 


redueirt. welches auf viele verschiedene Arten, z. B. vermittelst der Substitution 


acos0 + ix 





cosn = or 
a-+-ix cos d 


ausgeführt werden kann, über die man Näheres im Handb. d. Kk. $.8 findet. 
Durch dieselbe geht unser Integral ohne seinen multiplicirenden Factor in 


1 f° u d 2 Yn r( D) 
(a’+ a” Jaln- ı), sın yaı — (a? + x’ R-1) "m 
0) r(5) 


über. Man erhält also schliesslich die Gleichung, in welcher nach 6,. etc. 6, 











von V bis n, nach 0,_, von O bis 2 zu integriren ist: 








(3) sin”? 0, sin” Ri Da nn on dd, ...dO,_ı 1 

2.nie -/-  [a+tilax, +tax,+- Tenaf r. [a’+@’+a? +... a2 }e-D 
$. 10. Von dieser Formel wollen wir hier nur eine Anwendung. 

nämlich auf die Entwickelung der Grösse 


> 1 
= d- 2ay -; a ER) 





nach Potenzen von @ machen, indem wir unter a—1 eine positive ganze Zahl. 
die gerade oder ungerade sein kann, und unter « einen hinlänglich kleinen 
Werth verstehen. Setzt man 





= -T = l[n,y]+el'in, y]-+ ete.+e°I‘[n, u : 


so ist der Coefficient von «‘, also /*[z,y] eine endliche, nach Potenzen von 
y geordnete Reihe, die man im $. 65 des Handb. d. K. findet, wo die Ent- 
wickelung von T nach aufsteigenden Potenzen von « für beliebige, ganze und 








Heine, über einige bestimmte Integrale. 365 


oebrochene » ausgeführt ist. Es zeigte sich dort, dass der Coeffieient von 
o* eine einfache ganze Function von %, eine hypergeometrische Reihe ist, die 
sich auch durch mehrfache Differentiation einer Potenz von y—1 nach y dar- 
stellen lässt. Hier wo » ganz ist, gelangt man sehr schnell zum Werthe von 
/. wenn man die bekannten Entwickelungen der beiden Ausdrücke 
log 1—-2oy+a’); (1—2ay-+ a)”: 

nach Potenzen von « zu Grunde legt, und diese mehrfach nach y differentiirt. 
Die so entstehenden endlichen Reihen für die / spielen erst in unserer näch- 
sten Arbeit eine Rolle, und sollen dort besprochen werden. Hier genüge die 
Bemerkung, dass sie sämmtlich Differentialguolienten nach y, zum Theil von 
Kugelfunctionen von y, zum Theil von Cosinus der Vielfachen des Winkels 
arccosy sind. Es ist unsere Absicht, ker den Ausdruck der I durch ein be- 
stimmtes Integral zu geben. 

Seizt man 9 = cosy und 

1—2acosy+a® = (1--acosy)’+e’sin’y, ü 
ferner in der Formel des $. 9 
a= 1-—-.e.cosy; a, = osiny: =, =ele. = —=d. 


so wird nach derselben 














n 
r r( 5) 5 sin" 0,d6, / sin” 4 nd. .d0 16 
Bi. ee u" ri ze Ss j eo 0» S p) ur 
2 . I1— a(cosy +isinycosd,)"—" . j a 
n 
TG ) "1 sin" 9.d6 
s—i\. 1— a(cosy - ‚+ isinycos#) n—1 
yr. r( 2 v 1 ( r- 1 


Hieraus folgt. indem man nach aufsteigenden Potenzen von «@ entwickelt. «als 


Ausdruck von I: 





re ) 
)..(n+s— ' 
I [n+1. cosy] - a ne — wi. = ü (e08y-+ siny cos®)' sin” dd#. 


Diesem Ausdrucke kann man einen zweiten. ihm gleichen hinzufügen. 


Setzt man dazu «ß = 1, so wird 











_ _ MR zo = | 
TS 
2 
/5 E . “ > 
also wird /' auch der Coefficient von in der Entwickelung von 
re 
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5 l—n 


gd-— 2By+ PP)” nach absteigenden Potenzen von 7. Macht man nun 
1—2Pcosy+P? = (Peosy—1)’+Psin’y, 
und in der Formel des $. 9, indem man sich 5 und cosy positiv denkt, 
a=Pcosy—1; a=fPsny; »®=1=et.=a,=(. 
so wird nach derselben 











ul se ä sin??9d0 


41—23cosy + AED =): (e I\ 
ya.l 0sY—-isiny — 3) 


n—1? 





also ein zweiter Ausdruck für I gefunden: 


F A n(n—+1)...(n—+s—1) 2 2 sin"10 dO 
In+1.cosy| = — — 


u wer s ı (c087 —-isıny cosd)"*° 








Die Gleichung, welche aus der Gleichsetzung der beiden so gefundenen Aus- 
drücke von / entstehen würde. nämlich 
[' sin"19d# 


(c08s7+ isinzycosH)"*° " 


/ cosy—isiny cos#)' sin” d6 


« 





0 
ist wenigstens für ungerade » bekannt. Man vergl. über dieselbe Handb. d. 
K.$. 48. S. 136. 

$. 11. Auch von dem Satze des $. 5 werden wir später eine An- 
wendunz zu machen haben. und zwar ist für uns der Fall von besonderer 
Wichtiekeit. in welchem fx, y] in das Product einer Function von x in eine 
Function von y zerfällt. Um sogleich anzudeuten. welche Art der Anwen- 
dung wir beabsichtigen. wählen wir als Functionszeichen Buchstaben / und 7’. 


setzen also f[z,yl=Iix]/[y]: alsdann folgt aus $.5 
Ist 
++ -+a,=bi+b+.- +5. =1. 
ab, +@b,+ + +a,b, = cosw, 


so wird das n—1fache Integral, zwischen den Grenzen VD und nı respectire 
27 genommen, 


Ha: + —a,2,) I [b,2ı+ +b,r,] sin" 6,...sin6,_,d@,...d6,_, 
BR dem Doppelintegrale 
‘> ui — S S / 3 
2 5 fs I cosg |sin"""g auf” I [cosg cosw-+sing sinw cosg, sin” "y,dg,. 


Halle. im September 1562. 


EEE 
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= 
=! 


Note sur la realıte des racınes d’une equation 
quadratıque. 
(Par M. A. Cayley & Londres.) 





A propos du memoire que vient de publier M. Hesse (voir ce Journal 
t. LX, p. 305) je remarque que si l’une ou l'autre des deux formes 
2 ' 4 „ / ' ’ ( 2 
(a,b,c,, hl )» (a,b,c,f,g,h) ) 
est une forme definie (forme qui conserve toujours le meme signe pour des 
valeurs reelles quelconques des variables), l’@quation suivante en A: 
| . ! " ! . ’ ö 
04a, h—ih, g—-ig, e| = 0 
1% Ah, b-M, f-Af, 
19— ig, Pe if, c—ic, 3 | 
ı #4, Y; & 
aura ses deux racines reelles. En ecrivanl 
A=be—f, A=bei-f", A=be+be—2ff, 


nn 


B=ca—g, 


de maniere que (A,B,C,F,@, H)( )' denote la forme adjointe (ou reeiproque) 
de (a,b,c,f,g,h)( ), cette equation prend la forme 


(4,..@, 9, P’—aAn. Sy + RA, Na, y, 3) = 0. 


et les racines etant reelles, on doit avoir 


Ü= —4(A, (8, Y; 3) ( s er 2, Y> 3) +[(Aı, (8; 9; 3) ] 
Or pour demontrer directement cette proposition, il n’est pas ce me semble 
possible d’exprimer D comme une somme de carres; on a besoin de con- 
siderer une forme plus generale, savoir une somme de carres multiplies 
chacun par un coefficient literal positif. Par exemple, en ne faisant attention 
qu’au coefficient de x*, on doit avoir 
Ü,= —4(be—f’)(b’ —f)+(be+b'e—2ff') ze u 
Pour en faire la demonstration, on peut exprimer JO, sous la forme 


I, = (be b’e)’+4(bf'—b'f)(ef'—c'f) 
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cequi donne 
bed, = (be—-f?)(be—b'e)' 
+ bbtef—ef)+ebf'-WNF: 
En effet en y substituant Ja seconde expression de U),. on a lidentite 
Ibe(bf'—b’f)\(ef cf) = -f (be—-b'e) 
Her -ef)+ebf INT 


et expression pour beÜ, est ainsi demontree. Mais en supposant que 
a,b. e,f.g. h)( ) soit une forme definie, on a be— f'=+. done aussi be=-+. 
ei bed, = (be—-f)X’+Y’=+., done enfin O,=-+:- Il serait assez interessant 
de trouver une demonstration pareille pour lexpression generale de T. 


Londres. 23°” Octohre 1862. 
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% . 
Geometrisches. 
(Von Herrn Joh. Nie. Bischoff zu München.) 


E: seien: 


1) gHtAgp+ug" 0 1 


und 


(2.) (<9 


die Gleichungen zweier Flächen x" und m" Ordnung. von welchen die erste 
durch + —— ne gegebene Punkte geht. 
Soll die Fläche (2.) von (1.) im Punkte (x. y,z,s) berührt werden. 
so hat man die Bedingungen: 
Yp-+ip+tugp+trfi = 0. 


\ Zu i 
\p+ip+up+rfh = 0. 





Gtipt+ up, +rf = 0. 
tig; tug,+rvfi = VO. 
wo v eine neue Uonslante bedeutet. 
Aus den drei ersten der Gleichungen (3.) ergiebt sich: 


N U V 12 
ö h=—., U = —, V — . 
4.) Ss’ Ss S 


wo U, V, S Functionen von der (?”-+-m—3)“” und W von der 3(»n- 1)" 
Dimension sind. 

Eliminirt man aus U=0, Y=0 erst g,, dann fi. so folgt das eine 
Mal: S(f,—Y;f) = 0. das andere Mal: W(p:ß—Y;f) =0. Daher gehen 
die vier Flächen U=0, Y=0, W=0, S=0 durch die nämliche Raum- 
curve K von der Ordnung: 

(m-+2n — 3)’ — I(m+n—2)— (m—1)(n—1)! = 3(Rr—1)(m+n—2). 
Für den Berührpunkt (x, y, z,s) hat man ausser (2.) noch die Gleichung: 


ah | 
» a a'f 
5.) 7 - Prem hg 
Kz 9% 9% Äh 
f /|lp pa a A 





und die Fläche (5.) geht selbst durch die eben genannte Curve K. Daher: 
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Der Ort der Berührpunkte aller Flächen x“ Ordnung, die durch 


14)(n-+2)(n +53) j . 21% 
——. “7-3 feste Punkte gehen und eine gegebene Fläche m" 
> 


Ordnung berühren, ist eine Raumeurve ZL von der Ordnung: m(3n+m—4). 

























Oder auch: 

Der Ort derjenigen Pole, deren Polarflächen bezüglich der Flächen 
0. 9 =0. g"=0 und f=O sich in einem Punkt schneiden, ist eine 
FTäche von der Ordnung (»—1)’(»+3m—4), während der Durchschnittspunkt 
der vier Polarflächen eine Fläche von der (32--m—4)"" Ordnung durchläuft. 

Jede Fläche (1.). welche (2.) einfach, doppelt oder mit Rückkehrpunkt 
berührt. berührt auch die Curve Z einfach. doppelt oder dreipunktig; und 
umgekehrt. 

Soll aber die Fläche (1.) die Fläche (2.) mit Rückkehrpunkt berühren. 
so kommt zu den Bedingungen (3.) noch die folgende hinzu: 


fı mi a2 a 





= f: GG, don Arz| 

6.) = 
E d;ı Aa Ay; 
0 f f: h | 

wo der Kürze weoen 
A = Pirat tPpıırrfii- 
dı2 = $Pıa + A Up 2 vfi.: 
u. S, W., 


vesetzt wurde. 

Führt man in (6.) die Werthe von 4, u, v aus (4.) ein, so erhält 
man die Gleichung einer Fläche F von der Ordnung (6»-+4m —12), welche 
die Curve ZL in ihren unendlich entfernten Punkten berührt und die Curve 
I zur Doppellinie hat. Folglich redueirt sich die Anzahl der hier in Betracht 
kommenden Schnittpunkte von F und L auf: 

m 3n- m-4)(6n+ Am-14)-6m (n-1)(mın-2) = Am |3(n-1)"+(m-2)(I3n-+m-4)}. 
Daher giebt es Am |3(n—1)'+(m—R)(3n--m—4)} Flächen »'" Ordnung, die 
+1) (n-+2)(n +3) 

6 
m" Ordnung mit Rückkehrpunkt berühren. 





(n ’ : . 
durch —- — 3 feste Punkte gehen und eine gegebene Fläche 
Demnach gehen durch 7 gegebene Punkte 24 Flächen 2'" Ordnung so. 
dass jede derselben eine gegebene Fläche von der nämlichen Ordnung mit 
Rückkehrpunkt berührt. 
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In der That seien F,, F;, F, irgend drei Flächen zweiter Ordnung, die 
durch die 7 festen Punkte gehen, und F, die gegebene Fläche von der näm- 
lichen Ordnung. Dann ist der Ort der Pole P, deren vier Polarebenen be- 
züglich F}, FR, F;, F, im nämlichen Punkt Q sich schneiden, eine Fläche 
vierter Ordnung 2°, der zugleich die Punkte Q angehören, und die durch die 
Raumcurve sechster Ordnung C® geht, auf welcher die Scheitel aller durch die 7 
festen Punkte gehenden Kegelflächen zweiter Ordnung liegen. Die Fläche &* 
wird von F, in einer Curve achter Ordnung C* geschnitten, deren Punkte die 
Berührpunkte der Fläche F, mit Flächen aus der Schaar der F,. F,. F,; sind. 
Lässt man einen Pol auf F, sich bewegen, so beschreibt der Schnittpunkt 
seiner drei Polarebenen bezüglich F,. F,. F, eine Fläche sechster Ordnung X, 
welche zwölf Gerade enthält und die Curve C° zur Doppellinie hat, also von 
der Fläche &° noch in einer Raumcurve zwölfter Ordnung C'” geschnitten 
wird. Bewegt sich daher ein Pol auf C*, so beschreibt der Schnittpunkt 
seiner vier Polarebenen bezüglich F\, F;. F;. F, die Curve ©”, und beweg! 
sich ein Pol auf C, so durchläuft der entsprechende Schnittpunkt C°. Da 
jedem Pol p, der auf C’ und C* zugleich liegt, ein den nämlichen beiden 
Curven gemeinschaftlicher Punkt g als reciproker entspricht und die Verbin- 
dungslinie pg die Fläche F, berührt, so berühren sich C"” und C*® selbst in 
zwölf Punkten p. Jede Fläche aus der Schaar der F,. F,. F,, die durch 
einen solchen Punkt p oder durch den ihm unendlich nahen reciproken g geht. 
wird also von der Tangente pg der C” berührt. Daher geht durch jeden 
Punkt p, sowie durch den ihm unendlich nahen reciproken g, je eine Fläche 
aus der Schaar der F,. F,. F,, welche C” dreipunktig, also F, mit Rückkehr- 
punkt berührt. Je zwei solche Flächen fallen aber zusammen, daher redueirt 
sich die Anzahl 24 auf 12. Jede dieser 12 Flächen kann aber auch als eine 
solche gelten, welche mit F, zwei Berührebenen in zwei aufeinander folgenden 
Punkten gemein hat. 

Fügt man zu den Gleichungen (1.), (2.) und (3.) noch die Gleichung: 

A)+Bu+C = 0 

hinzu, so kann man die Gleichungen (3.) durch die folgenden ersetzen: 
BP +uPß -+vfi = 0, 
P,-+uBb-+rvf = 0, 


B+ub + Vf = 0, 


B,+uPß,+r Zu V, 
wo $ und &' wieder von der n“" Ordnung sind. 
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Man erhält dann als Anzahl der Flächen »'“ Ordnung, die durch 


DENVER 37ER z 
ann - IR+3) _9 feste Punkte sehen und eine gegebene Fläche m" 
ß | 


Ordnung berühren: 
mi(2R +m—3)— (m+n—2)+(m—1)} = m? (n—1)-+(n+m—2)’}- 


Es giebt also 12 Flächen zweiter Ordnung, die durch 8 feste Punkte gehen 











und eine andere Fläche F von der nämlichen Ordnung berühren. 

In der That die Fläche F schneidet die Raumcurve vierter Ordnung. 
die durch die acht festen Punkte bestimmt ist, in acht neuen Punkten Q. Der 
Ori der Scheitel aller durch diese acht Punkte Q gehenden Kegelflächen zweiter 
Ordnung ist eine Raumeurve sechster Ordnung, welche von der Fläche F in 
den 12 Berührpunkten der gesuchten Flächen geschnitten wird. 

Man nehme jetzt die Gleichungen (1.),. (2.) und (5.) zusammen und 
betrachle 4, « als Coordinaten eines Punktes in einer festen Ebene E. Jedem 
System von Werthen 4,, «, entsprechen zufolge den Gleichungen: 

g+Ahp+ugp'=0, f=0 und T=0O 

mn (3n-+m— 4) Werthsysteme von (x,y,2). Setzt man diese letzteren in 
die Gleichung (1.),. so erhält man in der Ebene E mn (3n-+m—4) Gerade. 
die sämmtlich durch den Punkt (4,. «,) gehen. Aendern sich also A,. u, auf 
alle möglichen Arten, so wird in E eine Curve Z von der mn(3n+m— 4)" 
Klasse beschrieben, deren Ordnung die m{2(n—1)’+(n+m—2)’}" ist und 
welche 4m }3(n— 1)" + (m—2) (3r--m— 4)! Rückkehrpunkte hat. 

Heisst daher d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve Z oder die 
Anzahl der Flächen (1.),. von welchen die Fläche (2.) doppelt berührt wird. 
so hat man: 


2d +12m {3 (n—1)’-+ (m — 2) (3n-+m— 4)! + mn (I3n+m—4) 
— m{2 (n—1)+(m+n— 2)! m((m+n— 2)’ +2 (an —1)’)—-1} 
oder 
d—= Im’ |2(n-1)"+(m+n-R2)"Y- Am 38 (n-1)’+(m+n-2)’+(12m+n-24)(I3n+m-4)}- 
Für »=1 ergiebt sich: 


d— 4m’(m-1)'-4m(m-1)(13m-24) = 4m (m-1)(m-2)(m’-m’+m-12). 


Die einer Fläche m Ordnung umschriebene Kegelfläche hat demnach, wie 


auch sonst bekannt ist, 
ım(m—1)(m— 2) (m’— m’-+-m—12) Doppelberühr- 
und 4m (m —1)(m— 2) Wendungsberührebenen. 
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Für m=1 folgt: 
d = 3(n—1)(n—?2)(3r’—3n—11). 


Es giebt also 3 (n—1)(n —2)(3n’—3n—11) Flächen »'“" Ordnung, die durch 





(n-+I)(Ra+2)(n +3 " | ’ 
| as a > _3 feste Punkte gehen und eine gegebene Ebene doppelt 


berühren; und 12(»—1)(2—2) Flächen der nämlichen Ordnung und durch 
die nämlichen festen Punkte gehend schneiden die gegebene Ebene mit Rück- 
kehrpunkt. 

Für z„=m=2 ergiebt sich d = 22. 

Demnach gehen durch 7 feste Punkte 22 Flächen zweiter Ordnung so. 
dass jede derselben eine gegebene Fläche der nämlichen Ordnung doppelt 
berührt. Aber unter diesen 22 Flächen befinden sich auch die früher aufge- 
führten 12 Flächen. deren jede die gegebene Fläche F, in zwei aufeinander 
folgenden Punkten berührt. Also bleiben nur 10 Flächen übrig, welche durch 
die 7 festen Punkte gehen und die gegebene Fläche F\, in zwei velrennten 
Punkten berühren oder mit letzterer Fläche zwei Kegelschnitte gemein haben. 
Die zwei Berührpunkte einer jeden dieser 10 Flächen bestimmen eine Gerade. 
die ganz auf der oben genannten Fläche >* liegt. In der That schneiden sich 
auch die früher erwähnten Curven C’ und C" in 10 Punkten und jeder dieser 
Punkte ist ein solcher Pol, dessen vier Polarebenen bezüglich F,. F,. F,. F, 
durch die nämliche Gerade gehen. Diese 10 Pole und die ihnen entsprechenden 


Geraden gehören dem von Herrn Steiner zuerst entdeckten Pentaeder an. 


München, 1862. 
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Ueber die Perioden, welche aus den Wurzeln der 
Gleichung » = 1 gebildet sind, wenn zn eine zu- 
sammengesetzte Zahl ist. 

(Von Herrn Fuchs.) 





In einer Abhandlung (geles. in der Berl. Acad. der Wissensch. 
am 18. Dechr. 1856) hat Herr Kummer seiner Theorie der idealen Prim- 
factoren der complexen Zahlen, welche aus den Wurzeln der Gleichung 
0" —1 gebildet sind, wenn » eine zusammengesetzte Zahl ist, Perioden zu 
Grunde gelegt, welche mit Hülfe einer in » nicht enthaltenen Primzahl g aus 
diesen Wurzeln, analog den gewöhnlichen Kreistheilungsperioden für eine 
Primzahl. gebildet sind. Bei solchen Perioden tritt ein Umstand ein, der sie 
wesentlich von den Perioden für Primzahlen unterscheidet, dass sie nämlich 
verschwinden können. Da man nun ebenso viele Systeme von Perioden auf- 
stellen kann, als man verschiedene Primzahlen g wählt, so ist zuerst zu 
untersuchen, für welche Zahlen » überhaupt Systeme mit verschwindenden 
Perioden vorhanden sind; und wenn » den nothwendigen Anforderungen ge- 
nügt,. so entsteht alsdann die Frage, welche von den verschiedenen Systemen 
diese Eigenschaft haben. — Die Erörterung dieser Fragen war in der oben- 
erwähnten Abhandlung unnöthig, da, wie Herr Kummer selbst bemerkt, weder 
die Methode noch die Resultate derselben durch das Verschwinden der Perio- 
den irgendwie modifieirt werden. Jedoch ist daselbst schon angeführt, wie 
» beschaffen sein müsse, damit überhaupt Systeme mit verschwindenden Perio- 
den vorhanden seien. Ich erlaube mir nun im Folgenden an den Beweis 
dieser und einiger anderen ebendaselbst befindlichen Bemerkungen des Herrn 
Kummer eine genauere Untersuchung der obigen Fragen, die an sich nicht 
ohne Interesse zu sein scheinen, anzuschliessen. 

Es mögen hier die Definition und die Grundeigenschaften der eben 
erwähnten Perioden, wie sie in der Abhandlung des Herrn Kummer enthalten 
sind. in aller Kürze vorangeschickt werden. 

Es sei © eine primitive Wurzel der Gleichung ®"=1, g eine in n 
nicht enthaltene Primzahl oder wenigstens eine Zahl, die einer solchen Primzahl. 
mod. », congruent ist, und k eine beliebige ganze Zahl, so wird der Ausdruck 


I, Bu wo" wat a4 Mer 
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bis zu demjenigen Gliede fortgesetzt, auf welches wieder w* folgen würde. 


als Periode mit dem Index k definirt. 

Eine Grundeigenschaft dieser Perioden ist die, dass Ay für ein be- 
liebiges ganzzahliges A mit 7, identisch ist. 

Die » Perioden, welche den Werthen k=1, 2,3... » entsprechen, 
theilt Herr Kummer derart in Gruppen ein, dass zu einer Gruppe solche 


Perioden gehören, deren Indices mit » denselben grössten gemeinschaftlichen 


Theiler haben. 
Ist nun erstlich der Index k zu » prim, und gehört q, (mod. ») zum 


Exponenten t, so ist 
h \ ug nt 
= a" Lo w"4 + ... +1."9 
Alle Perioden, deren. Indices zu » prim sind, bilden eine Gruppe, welche. 


‚ r 2 n) : ’ 
da Ts Ar nn identisch sind, — wenigstens formal verschie- 
Y il ug Y 


dene Perioden enthält. 
Hat aber der Index k mit » den grössten gemeinschaftlichen Theiler d. 


und gehört g, (mod. 7) zum Exponenten z, so ist 


T—1 


. A .42 e 
u = wo Nor... to 


Da wieder ,, Kpgs Apgas + ng identisch sind, so enthält die zum Divi- 


(7) 
Pa 
T 

Wir wollen im Folgenden die Perioden, deren Indices mit » keinen 
‘ gemeinschaftlichen Theiler haben, primitive, und die Gruppe, zu der sie ge- 
hören, die primitive Gruppe nennen. 

Hat k mit » den grössten gemeinschaftlichen Theiler d, so dass 
k=k'd, und setzt man "= w', so ist auch 


wenigstens formal verschiedene Perioden. 





sor d gehörige Gruppe 


k' k’ ku? Kart 
72, = w' +w' WET 


n 


Da nun w' primitive Wurzel der Gleichung x? =1 ist, und 4 Zu prim, so 


folgt daraus, dass eine aus den Wurzeln der Gleichung w"—=1 gebildete 
Periode, deren Index mit » den grössten gemeinschaftlichen Theiler d hat. 


n 


als eine primitive aus den Wurzeln der Gleichung x’ =1 mit derselben 
Primzahl q gebildete Periode angesehen werden kann. 
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l. 
Wenn eine Periode einer Gruppe verschwindet, so verschwinden alle 
Perioden derselben Gruppe. 
Denn sind s und s, die Indices zweier beliebiger Perioden derselben 


Gruppe. und d der grösste gemeinschaftliche Theiler derselben mit », so 


e . nl . r » 
lässt sich eine solche zu -p prime Zahl » finden, dass s. = sa, mod. rn. Man 
welche beide rationale Functionen 


n 


7 


hat alsdann 7, = N, d.h. 7, und 7,, 


einer primitliven Wurzel der Gleichung x’ —=1 sind. werden aus einander 
durch Vertauschung dieser Wurzel mit einer anderen primiliven erhalten. 
Da nun die Gleichung. welcher die primitiven Wurzeln genügen, (wie Herr 
Kroneeker, Lioue. Journ. t. 19 zuerst bewiesen) irreductibel ist. so folgt 
bekanntlich aus dem Verschwinden von 7, das Verschwinden von 7,. 

Da es bekanntlich unendlich viele Primzahlen giebt. die einer der 
Zahlen, welche kleiner als » und relativ prim zu » sind, congruent sind, mod. », 
so kann man jede dieser letzteren Zahlen zur Bildung von Perioden ver- 
wenden. und auf diese Weise g(r») Systeme von Perioden aufstellen. (Es 
kommt hier nicht darauf an, ob. wie es auch wirklich der Fall ist, einzelne 
vou diesen Systemen identisch sind.) 

Unter diesen Systemen giebt es nach Herrn Aummer (s. d. ob. an. Abh. 
$. 2) dann und nur dann solche, welche verschwindende Gruppen enthalten, 
wenn n durch ein Quadrat theilbar ist. 

Dies lässt sich folgendermassen beweisen. Soll eine Periode ver- 
schwinden. so müssen alle Perioden derselben Gruppe. daher auch ihre Summe 
verschwinden. Ist die Gruppe eine primitive, so ist diese Summe gleich der 
Summe der primitiven Wurzeln der Gleichung x’ —=1 selbst; ist sie eine 
nicht primilive, und gehört sie zum Divisor d von », so ist diese Summe 


oleich der Summe der primitiven Wurzeln der Gleichung z° = 1. Bekannt- 
lich verschwindet nun die Summe der primiliven Wurzeln der Gleichung 
r =] dann und nur dann. wenn r einen quadratischen Factor enthält. Das 
Verschwinden einer Periode erfordert also. dass » durch ein Quadrat theilbar 


sei. Dass aber umgekehrt. wenn » dieser Bedingung genügt, auch wirklich 


Systeme mit verschwindenden Perioden vorhanden sind. wird zwar aus dem 
Folgenden von selbst ersichtlich sein, lässt sich jedoch schon hier fol- 
sendermassen zeigen. Es sei p" eine der in » enthaltenen Primzahlpotenzen. 
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n . . . . 
so dass n=—. nicht mehr durch p theilbar ist. Man bestimme x aus der 


Congruenz ax +1=.«a, mod. p", wo « eine primilive Wurzel von p" ist. 
alsdann ist »’=-+1 zu » prim. Nimmt man g=n»’c-+1, und setzt wur, 


so dass « und oe primitive Wurzeln bezüglich der Gleichungen I und 


2" —=1, dann ist 


‚il 2 PTR) 1 
= oluatu+u + +u Ä 


Da nun unter der gemachten Voraussetzung die Primzahl p” so gewählt werden 
kann, dass m > 1, so verschwindet der Coefficient von ® als Summe der 
primiliven Wurzeln der Gleichung 2’”"”—=1: d.h. in dem mil einem solchen q 
gebildeten Periodensystem verschwindet die primitive Gruppe. 

Für die fernere Untersuchung ist es zweckmässig, zuerst den Fall. 
dass » eine Primzahlpotenz ist. zu behandeln, da sich mit Hülfe der dabei 
oewonnenen Resultate alsdann der allgemeine Fall wird erledigen lassen 

2. 
Die Perioden für den Fall, wo » eine Primzahlpotenz ist. 


Es sei & eine primilive Wurzel der Gleichung x’ —1,. wo p eine 
Primzahl ist. Die Wurzel w ist bestimmt durch die Gleichune: 


m—l, ‚m—1 9 „m—1, 9 ‚m 
ee A AL =D 


3)... a) = 2 
Wir beginnen mit dem Beweise der von Herrn Kummer (s. d. ob. an. Abh. $. 2) 
semachten Bemerkung, dass zwei formal von einander verschiedene Perioden 


derselben Gruppe ungleich sind, ausser wenn die Gruppe verschwindet. 
Einer beliebigen Periode zz, kann man die Gestalt veben 


pP" p—1) Ä | 
a, = u v(o)+x2(w). 
worin (wo) nur Potenzen von w enthält. deren Exponenten kleiner sind als 
p”", und x(w) nur solche, deren Exponenten kleiner als p"""(p—1). Irgend 
einer anderen von z, wenigstens formal verschiedenen Periode derselben 


Gruppe r, gebe man die ähnliche Gestalt: 
m—l1 
n,=or 6% vw (w)+x,(w). 


Sollte nun z,=n, sein, so hätte man: 


2, pP" p—1) w 2" o-1) uıd/ä 
2.) @ v(w)+x(w) = w v,(w)+x,(w). 
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oder mit Rücksicht auf die Gleichung (1.) 


® | Fa PR ae, au. ER ER u 1| v(w)—x(0) 


uni TRIER... a lkw) ) 
Da in dieser Gleichung sämmtliche Exponenten von o kleiner sind als p"""(p—1). 
so muss wegen der Irreductibilität der Gleichung (1.) die linke Seite derselben 
identisch mit der rechten übereinstimmen. Mit Rücksicht auf die Vorzeichen 
müssten aber Potenzen von ®, die aus dem w(w) enthaltenden Ausdrucke 
entstehen. mit solchen übereinstimmen, die dem w,(w) enthaltenden Ausdrucke 
aneehören. Dasselbe gilt von den in x(w) und %,(w) vorkommenden Potenzen 
von ». Allein die beiden letztgenannten Ausdrücke können keine gemein- 
schaftliche Potenz von & enthalten, da sonst gegen die Voraussetzung 71, und 
ı, eine gemeinschaftliche Potenz von w enthielten, also identisch wären. Ebenso 
wenie stimmen die beiden erstgenannten Ausdrücke in einer Potenz von w 
a, + hp} us te 


überein. Denn wäre & ‚„ wo a, und a, zwei Exponenten 


von Potenzen von & bezüglich aus vw(w) und w,(w) sind. und h und #4 
beide kleiner als p, so hätte man ,=a,, mod.p””, oder, da a, und a, 
beide kleiner als p”"", a,=a,. Dies erforderte aber wieder die Identität von 
r, und r,. Die Gleichung (3.) oder (2.) kann also nur bestehen, wenn jede 
Seite für sich verschwindet, d. h. wenn 7, und zz, verschwinden. 

Wir nehmen jetzt an. dass der Fall, wo verschwindende Perioden 
möglich sind. Statt habe. dass also m > 1. Bildet man alsdann mit allen 
durch p nicht theilbaren Zahlen, die kleiner als p", sämmtliche Systeme von 
Perioden, so wird es zur Ermittelung derjenigen Systeme, welche verschwin- 
dende Gruppen enthalten, genügen, wenn diejenigen bestimmt werden, in 
welchen die primitiven Perioden verschwinden. Denn wollte man die Prim- 
zahl qg ermitteln, für welche die zum Divisor d gehörige Gruppe verschwindet. 


so hätte man nur q so zu bestimmen, dass die primitiven Perioden der Wurzeln 


n 


der Gleichung x =1 verschwinden. Nach No. 1 wird also die Frage durch 
Betrachtung einer der primitiven Perioden erledigt, z. B. der’ mit dem Index 1. 
Gehört die von p verschiedene Primzahl g zum Exponenten t, so ist 


a ge 
mn = tw +wT +...4 0" 
Soll z, verschwinden, so muss die Function 


File) = et tat ta 
für 2=w, d. h. wegen der Irreductibilität der Gleichung (1.) für alle Wurzeln 


1 
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dieser Gleichung verschwinden, so dass 
(4) Fix) = p(z).v(e), 

worin w(xz) eine ganze Function von x bedeutet. deren Coefficienten be- 
kanntlich (disquis. arithm. 42) ganzzahlig sein müssen. Setzt man x =1. so 
erhält man 

d. h.. weil w(1) eine ganze Zahl ist, das Verschwinden der primitiven Perioden 
erfordert, dass £ durch p theilbar sei. Schliessen wir den Fall, wo p=2 ist. 
vorläufig aus, so verschwindet umgekehrt ,. wenn f durch p theilbar ist. was 


folgendermassen bewiesen wird: 

Die Congruenz x’ == 1. mod. p”, hat bekanntlich, weil £ Theiler von 
p"'(p-—1) ist, # verschiedene reale Wurzeln. Es sei @ eine derselben, so ist 
für eine beliebige ganze Zahl / die Zahl «-+-1p”"" ebenfalls eine Wurzel. da 
Na +Ip"e=a=1, mod. p", weil t==0, mod.p. Hieraus folgt. 


a—Ip 
' 2 be ndai | EM ® { 
dass zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Vielfachen von p”""" genau — ver- 
| r 


schiedene Wurzeln enthalten sind. Da g eine primitive Wurzel der obigen 
Congruenz ist. so sind die sämmtlichen Wurzeln derselben dargestellt durch 


1. q, q,...q. Man hat daher, wenn das Summationszeichen I, sich auf 
alle verschiedenen Wurzeln «, die kleiner sind als p”"", bezieht. 
a g° =p-1 FE 
6.) = zw =3, 350  =g9w)L,w"=(, 
0 


\ 
a) ! 


was zu beweisen war. 

Es gilt daher folgender Satz: 

Ist p eine von 2 verschiedene Primzahl und m > 1. so besteht die 
nothwendige und hinreichende Bedingung für das Verschwinden der aus den 
Wurzeln der Gleichung a1 gebildeten primitiven Perioden darin, dass der 
Exponent, zu welchem q (mod. p") gehört, durch p theilbar sei. 

Wir betrachten jetzt den oben ausgeschlossenen Fall. dass p” = 2” ist. 

Ist erstlich m = 2. so gehört qg (mod. 4) zum Exponenten 1 oder 2, je 
nachdem qg==1 oder 3. mod.4. Im ersteren Falle ist die Periode eingliedrig und 
daher von Null verschieden: im letzteren Falle ist zn, =w+w=w(1+w) =. 

Ist ferner m > 2, so gehört bekanntlich qg (mod. 2”) zu einem Divisor 
2’ von 2”. Es sind alsdann drei Fälle möglich: 

1”. v=0, dann ist die Periode eingliedrig und von Null verschieden. 
90 
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2", y-=1, dann hat q als primitive Wurzel der Congruenz x’ = 
mod. 2”, eine der drei Formen —1, 2”""—1, 2”"'"+1, und demnach 7, resp. 


gm—l N 


eine der drei Formen »-+w', &+w" / ort + Da ® Wurzel 
der irreduetibeln Gleichung Pe +-1=0 ist, so sind die beiden ersten Aus- 
drücke von Null verschieden, während der letzte verschwindet. 

3"®. »>>1. Es gehört alsdann bekanntlich g (mod. 2”"') zum Ex- 
ponenten 2’”', und deshalb sind die Zahlen a, TH, Tr, ... gi 
bezüglich eongruent den Zahlen Q’, q, q, --- 9° —1, mod. 2”-', Man hat 


daher 
her s 
€. a = \e WW’ 8"! +2 + 167] = UV, 


Fassi man das Vorhergehende zusammen, so erhält man als Ergänzung zum 
obigen Satze den folgenden: 

Es sei 2” der Exponent, zu welchem q (mod. 2”) gehört, wenn m 1. 
so verschwinden die aus den Wurzeln der Gleichung x?” —1 gebildeten pri- 
mitiven Perioden dann und nur dann, wenn entweder v—>]1., oder v—=1 und 


im letzteren Falle zugleich q = 1. mod. 2". 


3. 


Zusammenhang zwischen den Perioden für‘ eine zusammengesetzte Zahl und den 
Perioden für die Primzahlpotenzen. 


Es sei & eine primilive Wurzel der Gleichung x" = 1, worin » eine 


IL ar, nt 1 


a i m, ’ 
aus den « verschiedenen Primzahlpotenzen p,', pı » Pr ,.-.p,“, Zusammen- 


gesetzte Zahl ist. Es bedeute, wie früher, q eine in » nicht enthaltene Prim- 


zahl, die (mod. ») zum Exponenten £ gehört. Wir wollen den Zusammenhang 
der mil q aus der Wurzel ® gebildeten Perioden mit denjenigen Perioden 
“ermitteln, welche aus den Wurzeln der Gleichungen 


m ; am m 
Po ) » a1 


u =1 A: ° "1... en 1 


u—l 
gebildet werden. Aus dem mehrfach angegebenen Grunde genügt es, die pri- 
mitiven Perioden ins Auge zu fassen. Da im Folgenden Perioden vorkommen, 
die nicht alle aus Wurzeln derselben Gleichung und mit demselben g gebildet 
werden, so wollen wir allgemein eine Periode der Wurzeln der Gleichung 
s’ — I, mit dem Index k, wenn sie mit der in r nicht enthaltenen Primzahl s 


2 


oder einer dieser (mod. r) congruenten Zahl gebildet ist, mit (3*, s) bezeichnen. 
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so dass, wenn k zu r prim ist, und s (mod. r) zum Exponenten o gehört. 
, L . .o A N f no —1 
(1.) (z*, s) — zr + zis zis’L... + zis” 

Wir stellen gleich hier zwei Eigenschaften der Perioden zusammen, wovon wir 
Gebrauch machen. Ist nämlich o=g.w, so ist erstens, wenn P==P, mod. , 
‘ Br er p 
(2.) 2" ,s’) = (2",8’), 

zweitens, wenn { zu yw prim ist und % eine beliebige ganze Zahl, 
\ kp a. k ) 
3) (Jr) = 
Die Gleichung (2.) ergiebt sich daraus, dass, wenn 4 eine beliebige ganze 
Zahl ist, die Reste der Zahlen P-+4y, P+Ap+gY,... P+Ap+(w—1)gy (mod. o) 


mit den Resten der Zahlen P, P+Y, ... P+(w-—-1)y, abgesehen von der 
Ordnung, übereinstimmen. Ebenso stimmen, abgesehen von der Ordnung. 


‘) 


die Reste der Zahlen /, 2/1, 31, ... (w—1)! (mod. w) mit den Zahlen 1, 2. 
3... w—1, daher die Reste der Zahlen /y, Up, 3ly, ... (w—l)Ip (mod. o) 
mit den Zahlen y, 2p, 3%, ... (w—1)g überein, woraus die Richtigkeit der 
Gleichung (3.) erhelli. 

Bezeichnet man nun mil Ay, Ay» Ans... 4, die Exponenten, zu denen 


m 


z r r m, m m, Bu | Z > or 

die Primzahl g respective mod. py’, Pı '» Pr» --- Pu-ı gehört, ferner, für 
. ._ h A 22.73 E j pm; 

e=0 bis e= u«—1, mit «, eine primitive Wurzel der Gleichung «,: l, 


mit c, den grössten gemeinschaftlichen Theiler zwischen A, und dem kleinsten 
FI » . . . . . . r* 
Vielfachen aller übrigen 4, endlich mit a das kleinste Vielfache von e,. c,. 


© 2 u. Bi 


a—=n—l a a 
1 Baıf ur l 


a a 
{ £ 2 2 q 5 y \ ‚49 
4.) a=(w,g)= Z (w,g")(u ,g")(w .g°)... (uu1,9Q 


a0) 
Die Allgemeinheit des Beweises dieser Gleichung wird, wie man sehen wird. 


nicht beeinträchtigt, wenn man annimmt, dass » nur aus drei Primzahlpotenzen. 


Mm, m m, ER 
Po » Pı »„ Pa besteht. Da nunmehr & = w,a,%,,. so hat man der Definition 
der Perioden gemäss, 
„ a—=1—1 q® 
\ 9.) IT, — D (u,%, u; ) . 

a—U) 


Bekanntlich ist t gleich dem kleinsten Vielfachen von 4, A, 4. d. h.. 


u h MB 2 Et ' Yan 
wenn man 2, bezüglich mit A,, A, A, bezeichnet, t=aA\,4,. 
v 1 2 


da die Zahlen A,,. A,. A, keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Da- 
her lässt sich die einfache Summation in (5.) in die vierfache folgende 
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zerlegen: 
be lb bel, —1 a+b,a+b,al, +b,ai} 


JL, — By >; > 3 >; (% un 4,)" 
a—( b,=0 b,=0 b,—=0 


Da nun 4,@, A,4,a durch 4, theilbar sind, so lässt sich in Bezug auf «, im 
Exponenten von q die Summe b,a4,+b,a/,A, unterdrücken. Ebenso lässt 
sich in Bezug auf «, im Exponenten von g das Glied b,«a4,4, unterdrücken, 
da a4,4, durch A, theilbar ist. Führt man daher zuerst die Summation aus in 
Bezug auf b,, die sich nur auf die Wurzel «, bezieht, alsdann die Summation 
in Bezug auf b,. welche die Wurzel «, nicht betrifft, darauf endlich die Sum- 


6.) 


J 


mation in Bezug auf b, aus, so erhält man 


a=a—l a a ‚ {Yi a 
. ud q ( y al, )( q ) 


a) 
m, m 


"0%, bezüglich mod. Ps » Pı , p: zu den Exponenten Ay, Ar, 


Da nämlich g", g", q 
h a ak aA, BE . ER i ’ 
oehören, und da 2 > C . . 2 - bezüglich zu Aus hy ) dus prım sind . s0 
) i 2 f erw 
) U ok, 


sind die in (7.) vorkommenden bezüglich mit g“, g". q gebildeten Pe- 





c. ( 


rioden nach Gleichung (3.) identisch mit denjenigen, die mit g“, g", g“ > 
bildet werden. Da ferner a durch «,. c,. ©, theilbar ist, so liessen sich i 
den Indices der aus «,, « gebildeten Perioden nach Gleichung (2.) Kae 
die Zahlen b,@ und b,@a-+b,aA, unterdrücken. Man hat daher auch 


a=a—l a ; 
y C \ 


U) 2 [ee CHR LCHEG (ug), g. e. d. 


a—V 


Ich bemerke hierzu noch Folgendes. Nach Gleichung (2.) stimmt die 
. y° (e\ Dan . 5 . . . . . . . . 
Periode \w,.q ) für ein beliebiges a mit einer derjenigen überein, die man 
erhält, wenn man dem a alle Werthe von O bis c,—1 beilegt. Diese ce, Pe- 
rioden sind alle von einander verschieden. 


e) 


5 a Ä 
Setzt man Ge, 50 ist der Coefficient von (uf „g® ) in (4.) 


(a Er > al g“ ), Fu De Hi), Fa ei ge). 


. y . n, . 
ein Ausdruck, der eine aus den Wurzeln der Gleichung z°=1 mit q  ge- 
ist, da derselbe unveränder! 





bildete primitive Periode darstellt, wo n, = 


m 
pP, 

. ge . . . TC, . 71°. . . 
bleibt. wenn man sämmtliche Indices mit g ° multiplicirt, worin x eine be- 
liebige ganze Zahl ist (Gleichung (2.)). 
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Die Darstellung einer primitiven Periode mit dem Index % erhält man. 
indem man die Indices sämmtlicher Perioden in (4.) mit %# multiplieirt. 


4. 

Um für die Perioden der Wurzeln der Gleichung x" = 1. wo » eine 
zusammengesetzte Zahl ist, auf die einfachste Weise dieselben Fragen zu lösen. 
die in No. 2 für den Fall einer Primzahlpotenz behandelt worden sind. ist es 
nothwendig, den Begriff der Irreduetibilität der Gleichung für die primitiven 
Wurzeln F(z)=0 in dem verallgemeinerten Sinne aufzufassen. den ihr Herr 
Kronecker (l. ec.) gegeben. Danach lässt sich F(x) nicht in Factoren zerlegen. 
deren Coefficienten rationale Functionen von :@ sind. wenn @ Wurzel einer 
Gleichung =” =1 ist und r mit » keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. 
Daraus folgt auf die bekannte Weise, dass, wenn & eine primitive Wurzel 
der Gleichung x" = 1 bedeutet, die Gleichung 


utraw tn ++ +aW — (. 
wo k<y(n) und a,. a,. a,.... rationale Functionen von « sind. gleich- 
bedeutend ist mit dem Systeme der Gleichungen 
ser Euer ee ... se 
Hat man daher, unter Beibehaltung der Bezeichnungen der vorigen Nummer. 
eine Gleichung der Form 
1.) zZ.X(wW,g‘) = 0, 

worin das Summenzeichen >, sich auf eine gewisse Anzahl solcher Indices a 
bezieht, für welche (w,g*®) verschiedene Perioden liefert, und die Coelfficien- 


ten X, rationale Functionen der Wurzeln der Gleichung x”: — 1 sind. (wenn 





man —— —n, setzt), so ist X,=0 für alle erwähnten Werthe des a. 
€ 


€e . 


. . . C . Pr \ . 
Denn redueirt man die Perioden (a, q°) mit Hülfe der Gleichung der 
primitiven Wurzeln, welcher «, genügt, derart, dass in dem redueirteu Aus- 


. . ’ m. —1 
drucke AR, die Exponenten von a, kleiner sind als p,° (p.—1), so haben 


in der Gleichung 
2) ZXR = 0 


nach den am Anfange der No.2 an den Gleichungen (2.) und (3.) angestellten 
Betrachtungen die verschiedenen R keine gemeinschaftliche Potenz von «.. 


= . ' m . . . 7 
Es müssen daher nach dem Obigen, da ausserdem », zu p,° prim ist, die X, 
als Coefficienten verschiedener Potenzen von «, verschwinden. 
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Wir beginnen nunmehr auch für den allgemeinen Fall mit dem Beweise 
der Bemerkung des Herrn Kummer, dass zwei formal verschiedene Perioden 
derselben Gruppe nur dann einander gleich sind, wenn sie verschwinden. 

Es genügt aus dem mehrfach angegebenen Grunde, den Beweis für 
die primitiven Perioden zu führen. Besteht die Zahl » nur aus zwei ver- 
schiedenen Primzahlpotenzen p,' und >, so ist e,=e,=a, und daher gemäss 
der Gleichung (4.) in No. 3 irgend eine primilive Periode zn, 


el — 


w— © e \ 
DE (er .q (zT q ). 


\ u 
(3.) (Ebenso ist eine andere von 7, forma! verschiedene primitive Periode 
j des =t\ 
| = 2 Kr q (ur; 4 “) 
0 


Verschwinden die mit q” aus der Wurzel «, gebildeten primitiven Perioden. 
so verschwinden auch , und z,. Findet dies nicht statt. so ist entweder 








En . u, : . ” 
für keinen Werth von eo, s== rg“, mod. p, , oder diese Congruenz findet für 
ıreend einen Werth von « statt. Im ersteren Falle sind die in z, und =. 


enthaltenen Perioden der Wurzel «, alle von einander verschieden, und daher 
erforderte die Gleichung 7,—n,=0 nach dem Obigen, dass die aus der Wurzel «, 








mil g° gebildeten primitiven Perioden, also auch 2, und 7, verschwinden. Im 


c, ie . . 
zweiten Falle sind die Poren r .gq °), Fu .q ) etc. bezüglich identisch 





rq 


f a ara 
mit den Perioden u N; °) („7 .q ‘) etc. In diesem Falle folgt nach 


dem Obigen aus der Gleichung 7,—rn,=0, dass er Perioden (u 4 ) 


a-Hi . 
3 


er q") ete. bezüglich gleich sind den Perioden FM . u), (a Ed 
ete. Die beiden letztgenannten Periodenreihen sind aber wegen der über 
7. und zz, gemachten Annahme nicht auch identisch. daher müssten nach dem 
ersten Satze in No. 2 die mit g” aus der Wurzel «, gebildeten primiliven 
Perioden. alse auch =, und x, verschwinden. Besteht die Zahl » aus drei ver- 


a 


A ‚ m za " ’ . ’ 
schiedenen Primzahlpotenzen p,'. Pı ,. P; ,„ So hat man für irgend eine pri- 


milive Periode x, gemäss der Formel (4.) in No. 3 


=, —1 


F a 
hd g C 
- I“ “\ 1 
\ « T r Er. — A a ZA ) y q N 


a=—U) 


4.) (und für eine von r, formal verschiedene primitive Periode z., 


ale) 


\ a—ı) 
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Wiederholt man die obigen Schlüsse, indem man nur an die Stelle der 

P 4® \ EFF ‘ 2 . 
Perioden (u ,g%). (#’,g“) bezüglich A, und BD, setzt, und bedenkt man. 
dass diese Grössen nach der am Schlusse der vorigen Nummer gemachten 


ı m 


Bemerkung primitive Perioden der Wurzeln der Gleichung z’ı ?2 4 sind. 
für welche der Satz eben erwiesen worden, so erfoigt die Gültigkeit des 
Satzes auch für den Fail, wo » aus drei Primzahlpotenzen besteht. 

So fortfahrend erkennt man die Allgemeingültigkeit des obigen Satzes. 

Untersuchen wir jetzt, welchen Bedingungen g genügen müsse, damit 
in dem dadurch entstandenen Periodensysteme verschwindende Gruppen ent- 
halten sind. Wie bei den Primzahlpotenzen genügt es auch hier zu fragen. 
für welche q die Periode 7, verschwinde. Die Gleichung 7,=0 ist nach 
Gleichung (4.) in No. 3 gleichbedeutend mit der folgenden: 


u==L, —] f a 
m u (e)! 4 C 
(9.) = A \w, g*) = 
a==( 
wo & eine der Zahlen 0, 1.... «—1 ist, und nach der am Schlusse der No.3 
gemachten Bemerkung die A primitive Perioden darstellen, die aus den Wurzeln 
x . n. . C . ’ n 
der Gleichung 2 °=1 mit q ° gebildet sind, wenn man », = — setzt. Aus 
Pe ° 


der Gleichung (5.) folgt nach den obigen Prineipien 

6.) AP = 0, 
wenn nicht die mit g’* aus der Wurzel «, gebildeten primitiven Perioden 
verschwinden. Behandelt man die Periode A) ebenso wie ,. so erfordert 


die Gleichung (6.) entweder das Verschwinden der mit g““ gebildeten primi- 
tiven Perioden der Wurzel u,„., wo e ein von & verschiedener Zahlenwerth 





der Reihe 0, 1,... «—1 ist, oder das Verschwinden einer primiliven Periode 
in n j n 7 » 
der Wurzel der Gleichung x“ =1, wo n,.. = ———— . Fährt man so fort. 
ah Pr 


so sieht man, dass schliesslich für irgend einen Werth £ aus der Zahlenreihe 
. . Cr . a . 7 

0, 1, 2, .... «—1 die mit qg° gebildeten primitiven Perioden der Wurzel x: 

verschwinden müssen. Dass umgekehrt das Verschwinden dieser Perioden 

das Verschwinden von 7, nach sich zieht, folgt daraus, dass im Ausdrucke 

von 7, in Gleichung (4.) No. 3 jedes Glied eine solche Periode enthält. Da 


Co c FOR . ’ er > 
nun 9, q', ... q“7' respective zu den Exponenten Ay, A, ... A,_, be- 
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ü nt, m m,,_ L R } > 
züglich mod. pu", pı =: P,X '„ gehören. so haben wir mit Zuziehung der 


Resultate in No. 2 folgenden Satz: 


m Mm, 


Es sein eine aus den verschiedenen Primzahlpotenzen 2", pi‘. pr»... 


' zusammengesetzte Zahl, und es gehöre die in n nicht enthaltene Prim- 


P 
ai 
a M, m, mM, 1 


zahl q bezüglich mod. 2 ', pı'» Pr » --- Pufı zu den Exponenten 2’, }.. 


af ! 


a2 2: hu; es seien ferner 2”, A, has... A, die diesen Exponenten 


entsprechenden Zahlen, die man aus denselben erhält, indem man diejenigen 


Factoren weglässt, welche ein jeder derselben mit dem kleinsten Vielfachen 
aller übrigen gemein hat: so verschwindet die primitive Gruppe der aus den 
Wurzeln der Gleichung x" = 1 gebildeten Perioden dann und nur dann, wenn 
1.0. mod.p, für wenigstens einen der Werthe e=1,2,... u—1,. oder 
wenn v —> 1. oder endlich wenn v' —=1 und im letzteren Falle zugleich qg =1. 


“m 1 
mod. 2 
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